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Prefacio

Objetivos

El objetivo principal de un primer curso de mecanica debe ser desarrollar en el estu-
diante de ingenieria la capacidad de analizar cualquier problema en forma logica y
sencilla, y la de aplicar principios basicos en su solucion. La comprension exhaustiva
de dichos principios basicos es esencial para resolver problemas de mecanica con
éxito. Se espera que este texto, asi como el libro complementario, Mecdnica vectorial
para ingenieros: Dindmica, permitan que el profesor alcance este objetivo.

Enfoque general

En la parte inicial del texto se introduce el analisis vectorial, el cual se utiliza en la
presentacion y exposicion de los principios fundamentales de la mecanica. Los mé-
todos vectoriales se usan también para resolver diversos problemas, especialmente en
tres dimensiones, donde estas técnicas permiten obtener la solucion de un modo mas
conciso y simple. Sin embargo, el énfasis del libro se mantiene en el correcto apren-
dizaje de los principios de la mecanica y su aplicacién para resolver problemas de
ingenieria, por lo que el analisis vectorial se presenta, primordialmente, como una
herramienta practica.

Se introducen aplicaciones practicas desde una etapa inicial. Una de
las caracteristicas del enfoque usado en este libro es que la mecanica de particulas se
ha separado en forma clara de la mecanica de cuerpos rigidos. Este enfoque hace
posible considerar aplicaciones practicas simples en una etapa inicial y posponer la
introduccion de los conceptos mas avanzados. Por ejemplo:

2.2 ADICION O SUMA DE FUERZAS
POR LAS COMPONENTES

especialmente las comp gula
ms conveniente de sumar fuerzas y, en la
sérvese que es pied:
seccion a las component es
locidad o la cantidad de movimiento).

2.2A  Componentes rectangulares de una fuerza:
vectores unitarios

a F se ha descompuesto en
largo del eje . El
ngulo, y las fuer-

irecciones horizontal y vertical,
: sin embargo. pueden seleccio-

a prictica ayudara a evitar erro-
mo se vio en la seccion 2.1E.

los ejes x y v en lugar de perpendiculares a
res en la determinacion de componentes ob

Para simplificar el trabajo con com-
ores d

ores se les llama vectores
se representan por i y j, respectivamente (figura 2.16). Al recordar la definicion del

a fuerza en sus dos compo-  Fi

e En Estdtica, 1a estatica de particulas se estudia primero (capitulo 2),
después de haber presentado las reglas para la suma y resta de vectores, y
el principio de equilibrio de una particula se aplica inmediatamente a
situaciones practicas que involucran solo fuerzas concurrentes. La esta-
tica de cuerpos rigidos se considera en los capitulos 3 y 4. En el capitulo
3 se introducen los productos escalar y vectorial de dos vectores, y se
utilizan para definir el momento de una fuerza con respecto a un punto
y a un eje. La presentacion de estos nuevos conceptos es seguida por la
exposicion rigurosa y completa de los sistemas de fuerzas equivalentes
que conducen, en el capitulo 4, a muchas aplicaciones practicas que
involucran el equilibrio de cuerpos rigidos bajo la accion de sistemas
generales de fuerzas.

e En Dindmica se observa la misma division. Se introducen los conceptos

basicos de fuerza, masa y aceleracion, de trabajo y energia, y de impulso

y cantidad de movimiento, y se aplican en primera instancia a la resolucién de

problemas que solo involucran particulas. De esta forma, los estudiantes pueden

familiarizarse por si mismos con los tres métodos basicos utilizados en dinamica, y

aprender sus respectivas ventajas antes de enfrentar las dificultades asociadas con el
movimiento de cuerpos rigidos.

Los conceptos nuevos se presentan en términos simples. Como este
texto esta disefiado para un primer curso sobre estatica, los conceptos nuevos se
presentan en términos simples y cada paso se explica en forma detallada. Por otro
lado, este enfoque alcanza una madurez definitiva al analizar los aspectos mas rele-




Prefacio iX

vantes de los problemas considerados y al ampliar los métodos de aplicabi- - -
17.1 METODOS DE LA ENERGIA

lidad general. Por ejemplo, los conceptos de restricciones parciales y de in- PARA UN CUERPO RIGIDO
determinacion estatica se introducen al principio del texto para ser usados en e i o e i
todo el libro. e Sl e b e s 1o
17.1A  Principio del trabajo y la energia
Para aplicar el principio del trabajo y la energia al movimiento de un cuerpo rigido, se
Los principios fundamentales se ubican en el contexto de aplica- I L S
ciones simples. Seenfatiza el hecho de que la mecanica es, esencialmen- s ,
te, una ciencia deductiva que se basa en algunos principios fundamentales. Las H
derivaciones se presentan siguiendo su secuencia logica y con todo el rigor =i e et i

Al igual que se hizo en el capitulo 13, el trabajo realizado por las fuerzas no conser-
vativ términos de la energia

requerido en este nivel. Sin embargo, en virtud de que el proceso de aprendi-
zaje es primordialmente inductivo, las aplicaciones mas simples se consideran

pote
presar como

primero. Por ejemplo:
Se obtiene la energia cinética total
* La estatica de particulas antecede a la estatica de cuerpos rigidos, y los T sEend
. . , al sumar cantidades escalares positivas, y ella misma es una cantidad escalar po-
problemas que involucran fuerzas internas se posponen hasta el capi- i e

iculas del cuerpo, y:
. el trabajo total de

que estas fuer-

tul o 6 fuerzas que actian sobre las distintas
. 7as sean internas o externas. Sin emby werzas internas

e En el capitulo 4 se consideran primero los problemas de equilibrio que e e,
involucran solo a fuerzas coplanares, y se resuelven por medio del alge- T e L S oo A
bra ordinaria, mientras que los problemas que involucran fuerzas tridi- P e vt i . v U o st (171

reduce al trabajo de las fuerzas externas que actiian sobre el cuerpo durante el des
plazamiento considerado.

mensionales, los cuales requieren el uso completo del algebra vectorial,

se exponen en la segunda parte de dicho capitulo.

Enfoque sistemdtico de resoluciéon de problemas. Todos los problemas
de ejemplo se resuelven usando los pasos de Estrategia, Modelar, Analizar, Revisar
y Pensar o enfoque “EMARP”. La intencion de esta metodologia es dar confianza a
los estudiantes para resolver problemas nuevos y alentarlos a aplicar este enfoque en
todos los problemas que les sean asignados.

Se emplean diagramas de cuerpo libre para resolver problemas de
equilibrio y expresar la equivalencia de sistemas de fuerzas. Los dia-
gramas de cuerpo libre se introducen al principio y se destaca su importancia a lo
largo de todo el texto. No solo se emplean para resolver problemas de equilibrio, sino
también para expresar la equivalencia de dos sistemas de fuerzas o, de modo mas
general, de dos sistemas de vectores. La ventaja de este enfoque se vuelve evidente
en el estudio de la dindmica de cuerpos rigidos, donde se utiliza para resolver pro-
blemas tridimensionales y bidimensionales. Se pudo lograr una comprension mas
intuitiva y completa de los principios fundamentales de la dindmica al poner mayor
énfasis en las “ecuaciones de diagramas de cuerpo libre” en lugar de en las ecuaciones
algebraicas estandar de movimiento. Este enfoque, introducido en 1962 en la prime-
ra edicién de Mecdnica vectorial para ingenieros, ha obtenido hasta la fecha una amplia
aceptacion entre los profesores de mecanica en Estados Unidos. Por tanto, para la
resolucion de todos los problemas resueltos de este libro, se prefiere su utilizacion
en lugar del método de equilibrio dindmico y de las ecuaciones de movimiento.

Se mantiene, en forma consistente, un cuidadoso balance entre las
unidades del Sl y unidades de uso comun en Estados Unidos. Debido
a la tendencia que existe en la actualidad en el gobierno y la industria estadouni-
denses de adoptar el Sistema Internacional de Unidades (unidades métricas SI), las
unidades del SI que se usan con mayor frecuencia en mecanica se introducen en el
capitulo 1 y se emplean en todo el libro. Aproximadamente la mitad de los problemas
resueltos y 60% de los problemas de tarea estan planteados en este sistema de unida-
des, mientras que el resto se proporciona en las unidades de uso comun en Estados
Unidos. Los autores creen que este enfoque es el que se adecuara mejor a las necesi-
dades de los estudiantes, quienes, como ingenieros, tendran que dominar los dos siste-
mas de unidades.

También se debe reconocer que el uso de ambos sistemas de unidades significa
mas que aplicar factores de conversion. Como las unidades del SI se consideran un
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Problema modelo 3.10

Tres cables estan unidos a una ménsula, como se muestra en la figura
Reemplace las fuerzas que ejercen los cables por un sistema equivalen-
te fuerza-par en 4

ESTRATEGIA: ~ Primero se determinan los vectores de posicion rela-
tiva trazados desde el punto A hasta los puntos de aplicacion de cada
una de las fierzas v se descomponen las fuerzas en sus componentes
rectangulares. Luego, se suman las fuerzas y momentos
MODELAR y ANALIZAR:  Obsérvese que Fj = (700 N)kz; donde
5, BE 75— 1501+ 50k
7T BE 175

Si se utilizan metros y newtons, la posicion y los vectores de fuerza son %

=0.075i + 0050k Fy=300i — 600j + 200k
0751 - 0050k Fo=707i = 707k
rpa=AD =0.100i = 0.100f  Fp=600i + 1039
El sistema fuerza-par en A, equivalente al sistema de fuerzas dado,
consta de una fuerza R = XF y de un par M= S(r x F). La fuerza R
se obtiene ficil al sumar, respectivamente, las componentes x, v y z de
las fuerzas:

R=3F = (1 607 N)i + (439 N)j = (507 N)k <
El cileulo de M{ se simplifica si los momentos de las fuerzas se ex-
presan en forma de determinantes (seccion 3.1F). Por tanto:

i i k
0075 0 0050
300 —600 200

P00k
0075 0 -0.050
07 0 707

ry X Fy= =300 —45k

rga X Fe= = 17.68)

P00k
0100 0100 0
600 1039 0

o X Fp= = 163.9k

Con la suma de las expresiones obtenidas se tiene

MY = 2(r x F) = (30 N-m)i + (17.68 N-m)j + (118.9 N-m)k

a

(continia)

sistema absoluto basado en unidades de tiempo, longitud y masa; mientras que
el Sistema Inglés es un sistema gravitacional basado en unidades de tiempo,
longitud y fuerza, se requieren diferentes enfoques para la solucién de muchos
problemas. Por ejemplo, cuando se usan las unidades del SI, por lo general,
un cuerpo se especifica mediante su masa expresada en kilogramos; en la
mayor parte de los problemas de estatica sera necesario determinar el peso
del cuerpo en newtons, para lo cual se requiere un calculo adicional. Por
otro lado, cuando se aplican las unidades de uso comun en Estados Unidos,
un cuerpo se especifica mediante su peso en libras y, en problemas de dina-
mica, se requerira un calculo adicional para determinar su masa en slugs (o
Ib - s?/pie). Por tanto, los autores creen que los problemas que se les asignen
a los estudiantes deben incluir ambos sistemas de unidades.

El Manual de soluciones del profesor proporciona seis listas diferentes de
asignaciones para que sea posible seleccionar un numero igual de problemas
expresados en unidades del SI y en unidades de uso comun en Estados Uni-
dos. Si asi se desea, también es posible seleccionar dos listas completas de
asignaciones con hasta 75% de los problemas expresados en unidades del SI.

pero 0B cos 60° = d
por tanto, 0B=10pulg <

) Ninguna de las fuerzas consideradas en los incisos b), ¢) y d) es equivalente
a la fuerza original de 100 Ib. A pesar de que estas fuerzas producen el mismo
momento con respecto a O, sus componentes en x y y son diferentes. En otras
palabras, a pesar de que cada una de las fuerzas hace rotar la flecha de la misma
forma, cada una ocasiona que la palanca jale a la flecha en una forma distinta.

REVISAR y PENSAR: Las distintas combinaciones de fuerza y de brazo de %

momento pueden generar momentos equivalentes, pero el sistema de fuerzas
y momento produce un efecto general distinto en cada caso.

En las secciones opcionales se tratan temas avanzados o es-
pecializados. En el libro se incluye un gran numero de secciones opcio-
nales identificadas mediante asteriscos y, por tanto, se distinguen facilmente
de aquellas que constituyen la parte fundamental de un curso basico de esta-
tica. Estas secciones pueden omitirse sin perjudicar la comprension del resto

del texto.

Entre los temas cubiertos en las secciones adicionales se encuentran la reduc-
cion de un sistema de fuerzas a una llave de torsion, aplicaciones a hidrostatica, equi-
librio de cables, productos de inercia y circulo de Mohr, la determinacién de los ejes
principales y momentos de inercia de un cuerpo en forma arbitraria, y el método del
trabajo virtual. Las secciones que tratan acerca de las propiedades de inercia de cuer-
pos tridimensionales fueron pensadas primordialmente para los estudiantes que des-
pués estudiaran, en dinamica, el movimiento tridimensional de cuerpos rigidos.

El material presentado en el libro y la mayor parte de los problemas no requieren
conocimiento matematico previo superior al algebra, la trigonometria y el calculo ele-
mental; todos los conocimientos de algebra elemental necesarios para comprender el
texto se presentan con detalle en los capitulos 2 y 3. En general, se pone mayor énfa-
sis en la comprension adecuada de los conceptos matematicos basicos incluidos que
en la manipulacion de formulas matematicas. Al respecto, se debe mencionar que la de-
terminacién de los centroides de areas compuestas precede al calculo de centroides
por integracion, lo cual posibilita establecer firmemente el concepto de momento de
un area antes de introducir el uso de integrales.
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Cuerpos rigidos: sistemas
equivalentes de fuerzas

Cuatro remolcadores trabajan juntos para liberar al petrolero Coastal
Eagle Point, que encallé al intentar navegar en un canal en la bahia
de Tampa. En este capitulo se mostrard que las fuerzas ejercidas por
los remolcadores sobre el barco pueden sustituirse por una fuerza
equivalente ejercida por un solo remolcador mds potente.
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Introduccién
FUERZAS Y MOMENTOS

Fuerzas externas e
internas

Principio de
transmisibilidad: fuerzas
equivalentes

Productos vectoriales
Componentes
rectangulares de
productos vectoriales
Momento de una fuerza
con respecto a un punto
Componentes
rectangulares del
momento de una fuerza
MOMENTO DE

UNA FUERZA CON
RESPECTO A UN EJE
Productos escalares
Triples productos mixtos
Momento de una fuerza
con respecto a un eje
dado

PARES Y SISTEMA
FUERZA-PAR

Momento de un par
Pares equivalentes
Adicién o suma de pares
Vectores de pares
Descomposicién de una

fuerza dada en una fuerza

en Oy un par
SIMPLIFICACION DE

SISTEMAS DE FUERZAS

Reduccion de un sistema
de fuerzas a un sistema
fuerza-par

Sistemas equivalentes y
equipolentes de fuerzas
Otras reducciones de un
sistema de fuerzas
Reduccidon de un sistema
de fuerzas a una llave de
torsién o torsor

Capitulo 3 Cuerpos rigidos: sistemas equivalentes de fuerzas

™~

Objetivos

- Debatir el principio de transmisibilidad que permite considerar una
fuerza como un vector deslizante.

. Definir el momento de una fuerza con respecto a un punto.

« Examinar productos vectoriales y escalares que resultan utiles en
analisis que involucren momentos.

- Aplicar el teorema de Varignon para simplificar determinados
andlisis de momento.

- Definir el triple producto mixto y utilizarlo para determinar el
momento de una fuerza con respecto a un eje.

« Definir el momento de un par y considerar las propiedades
particulares de los pares.

- Descomponer una fuerza dada en un sistema equivalente fuerza-par
en otro punto.

« Reducir un sistema de fuerzas en un sistema equivalente fuerza-par.

- Examinar las circunstancias en las que un sistema de fuerzas puede
reducirse a una sola fuerza.

- Definir una llave de torsion o torsor y considerar como cualquier

sistema de fuerzas general puede reducirse a una llave de torsion.

\~

Introduccion

En el capitulo 2 asumimos que cada uno de los cuerpos considerados podia ser tra-
tado como si fuera una sola particula. Sin embargo, esto no siempre es posible y, en
general, un cuerpo debe tratarse como la combinacion de varias particulas. En este
caso, tendra que tomarse en consideracion el tamano del cuerpo y también el hecho
de que las fuerzas actian sobre distintas particulas y, por tanto, tienen distintos pun-
tos de aplicacion.

Se supone que la mayoria de los cuerpos considerados en la mecanica elemental
son rigidos. Un cuerpo rigido es aquel que no se deforma. Sin embargo, las estructuras
y maquinas reales nunca son absolutamente rigidas y se deforman bajo la accion de
las cargas que actuan sobre ellas. A pesar de ello, por lo general, esas deformaciones
son pequenas y no afectan las condiciones de equilibrio o de movimiento de la estruc-
tura en consideracion. No obstante, tales deformaciones son importantes en lo con-
cerniente a la resistencia, a la falla de las estructuras y estan consideradas en el estudio
de la mecanica de materiales.

En este capitulo se estudiara el efecto de las fuerzas ejercidas sobre un cuerpo
rigido y se aprendera como reemplazar un sistema de fuerzas dado por un sistema
equivalente mas simple. Este analisis estara basado en la suposicion fundamental de
que el efecto de una fuerza dada sobre un cuerpo rigido permanece inalterado si dicha
fuerza se mueve a lo largo de su linea de accion (principio de transmisibilidad). Por
tanto, las fuerzas que actuan sobre un cuerpo rigido pueden representarse por vecto-
res deslizantes, como se mencion6 en la seccion 2.1B.

Dos conceptos fundamentales asociados con el efecto de una fuerza sobre un
cuerpo rigido son el momento de una fuerza con respecto a un punto (seccion 3.1E) y
el momento de una fuerza con respecto a un eje (seccion 3.2C). Como la determinacion
de estas cantidades involucra el calculo de productos escalares y vectoriales de dos
vectores, en este capitulo se presentaran los aspectos fundamentales del algebra vec-
torial aplicados a la solucion de problemas que involucran fuerzas que actuan sobre
cuerpos rigidos.

Otro concepto que se presentara en este capitulo es el de un par, esto es, la com-
binacion de dos fuerzas que tienen la misma magnitud, lineas de accion paralelas y



sentidos opuestos (seccion 3.3A). Como se vera, cualquier sistema de fuerzas que ac-
tua sobre un cuerpo rigido puede ser reemplazado por un sistema equivalente que
consta de una fuerza, que actia en cierto punto, y un par. Este sistema basico recibe
el nombre de sistema fuerza-par. En el caso de fuerzas concurrentes, coplanares o
paralelas, el sistema equivalente fuerza-par se puede reducir a una sola fuerza, deno-
minada resultante del sistema, o a un solo par, llamado par resultante del sistema.

3.1 FUERZAS Y MOMENTOS

La definicion basica de una fuerza no cambia si la misma actua sobre un punto o
sobre un cuerpo rigido. Sin embargo, sus efectos pueden variar segiin factores como
el punto de aplicacion o la linea de accién de la fuerza. En consecuencia, los calculos
que involucran fuerzas que actuan sobre un cuerpo rigido suelen ser mas complica-
dos que las situaciones en las que la fuerza actiia sobre un cierto punto. A continua-
cion, se examinaran algunas de las clasificaciones generales de las fuerzas que actuan
sobre cuerpos rigidos.

3.1A Fuerzas externas e internas

Las fuerzas que actiian sobre los cuerpos rigidos se pueden dividir en dos grupos:
1) fuerzas externas 'y 2) fuerzas internas.

1. Las fuerzas externas son aquellas que ejercen otros cuerpos sobre el cuerpo ri-
gido en consideracion. Son las responsables del comportamiento externo del
cuerpo rigido, ya que producen que el cuerpo se mueva o aseguran que este per-
manezca en reposo. En el presente capitulo y en los capitulos 4 y 5 se conside-
raran solo las fuerzas externas.

2. Las fuerzas internas mantienen unidas las particulas que conforman al cuerpo
rigido. Si este esta constituido en su estructura por varias partes, las fuerzas que
mantienen unidas a dichas partes también se definen como fuerzas internas. Las
fuerzas internas se estudiaran en los capitulos 6 y 7.

Como ejemplo de fuerzas externas considérense las fuerzas que actuan sobre un
camién descompuesto que es arrastrado hacia delante por tres personas mediante
una cuerda unida a la defensa delantera (figura 3.1a). Las fuerzas externas que actian
sobre el camion se muestran en un diagrama de cuerpo libre (figura 3.15). Obsérvese
que este diagrama de cuerpo libre muestra el objeto entero, no solo una particula en
representacion del mismo. En primer lugar, se debe considerar el peso del camion.
A pesar de que el peso representa el efecto de la atraccion de la Tierra sobre
cada una de las particulas que constituyen al camion, este se puede representar
por medio de una sola fuerza W. El punto de aplicacion de esta fuerza, esto es,
el punto en el que actua la fuerza, se define como el centro de gravedad del
camioén. (En el capitulo 5 se vera como se pueden determinar los centros de

3.1 Fuerzas y momentos

75

gravedad). El peso W hace que el camion se desplace hacia abajo. De hecho,
si no fuera por la presencia del suelo, el peso podria ocasionar que el camion
se moviera hacia abajo, esto es, que cayera. El piso se opone a la caida del
camién por medio de las reacciones R; y R,. Estas fuerzas son ejercidas por
el suelo sobre el camion y, por tanto, deben ser incluidas entre las fuerzas ex-
ternas que actian sobre el camion.

Las personas ejercen la fuerza F al tirar de la cuerda. El punto de aplicacion
de F esta en la defensa delantera. La fuerza F tiende a hacer que el camion se
mueva hacia delante en linea recta y, en realidad, logra moverlo puesto que no
existe una fuerza externa que se oponga a dicho movimiento. (Para simplifi-
car, en este caso se ha ignorado la oposicion al movimiento). Este movimiento

Figura 3.1 q) Tres personas arrastran un

-~ ; . . ” ., ~ camion mediante una cuerda; b) diagrama de
del camion hacia delante, donde cada linea recta mantiene su orientacion ori-  cyerpo libre del camién, representado como un

ginal (el suelo del camion permanece horizontal y sus lados se mantienen solo objeto en lugar de como una particula.
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verticales), se conoce como traslacion. Otras fuerzas podrian ocasionar que el camion
se moviera en forma diferente. Por ejemplo, la fuerza ejercida por un gato colocado
debajo del eje delantero podria ocasionar que el camion rotara alrededor de su eje
trasero. Este movimiento es una rotacion. Por tanto, se puede concluir que cada una
de las fuerzas externas que actuan sobre un cuerpo rigido puede ocasionar un movi-
miento de traslacion, rotacion o ambos, siempre y cuando dichas fuerzas no encuen-
tren alguna oposicion.

, 3.1B  Principio de transmisibilidad:
, fuerzas equivalentes

El principio de transmisibilidad establece que las condiciones de equilibrio o de
movimiento de un cuerpo rigido permaneceran inalteradas si una fuerza F que
actua en un punto dado de ese cuerpo se reemplaza por una fuerza F’ que tie-
ne la misma magnitud y direccidn, pero que actua en un punto distinto, siempre
v cuando las dos fuerzas tengan la misma linea de accion (figura 3.2). Las dos
fuerzas, F y F’, producen el mismo efecto sobre el cuerpo rigido y se dice que
son fuerzas equivalentes. Este principio establece que la accion de una fuerza
puede ser transmitida a lo largo de su linea de accion, lo cual estd basado en
la evidencia experimental; no puede ser derivado a partir de las propiedades es-

Figura 3.2 Dos fuerzas Fy F’ son equivalentes  taplecidas hasta ahora en este libro y, por tanto, debe ser aceptado como una

si tienen la misma magnitud y direccién y la
misma linea de accion, incluso si actian en
puntos distintos.

ley experimental. (Como se vera en la seccion 16.1D, el principio de trans-

misibilidad puede ser derivado a partir del estudio de la dinamica de los cuer-

pos rigidos, pero dicho estudio requiere el uso de la segunda y tercera leyes de
Newton, y también algunos otros conceptos). Por consiguiente, el estudio de la esta-
tica de los cuerpos rigidos estara basado en los tres principios que se han presentado
hasta ahora, que son la ley del paralelogramo para la adicion de vectores, la primera
ley de Newton y el principio de transmisibilidad.

En el capitulo 2 se menciono que las fuerzas que actuan en una particula pueden
ser representadas por vectores, los cuales tienen un punto de aplicacién bien definido,
la particula misma, y, por consiguiente, seran vectores fijos o adheridos. En el caso de
fuerzas que actuan sobre un cuerpo rigido, el punto de aplicacién de una fuerza no es
importante, siempre y cuando su linea de accion permanezca inalterada. Por tanto, las
fuerzas que actuan sobre un cuerpo rigido deben ser representadas por una clase de
vector diferente, el vector deslizante, puesto que permite que las fuerzas se deslicen a
lo largo de sus lineas de accién. Es importante senalar que todas las propiedades que
seran derivadas en las siguientes secciones para las fuerzas que actuan sobre un cuer-
po rigido seran, en general, validas para cualquier sistema de vectores deslizantes. Sin
embargo, para mantener la presentacion mas intuitiva, esta se llevara a cabo en térmi-
nos de fuerzas fisicas en lugar de las entidades matematicas conocidas como vectores
deslizantes.

En el ejemplo del camidén, en primer lugar se observa que la linea de accién de la
fuerza F es una linea horizontal que pasa a través de las defensas delantera y trasera
del camién (figura 3.3). Por tanto, empleando el principio de transmisibilidad, se
puede reemplazar F por una fuerza equivalente F'que actua sobre la defensa trasera.
En otras palabras, las condiciones de movimiento y todas las demas fuerzas externas

Fuerzas

equivalentes F’

Figura 3.3 La fuerza F’ es equivalente a la fuerza F; por tanto, el
movimiento del camion es el mismo ya sea que se empuje o se tire de él.



que actuan sobre el camion (W, R; y R,) permanecen inalteradas si las personas
empujan la defensa trasera en lugar de tirar de la defensa delantera.

El principio de transmisibilidad y el concepto de fuerzas equivalentes tienen limi-
taciones. Por ejemplo, considere una barra corta 4B sobre la cual actuan dos fuerzas
axiales iguales y opuestas P; y P, como se muestra en la figura 3.4a). De acuerdo con
el principio de transmisibilidad, la fuerza P, se puede reemplazar por una fuerza P,
que tiene la misma magnitud, misma direccion y misma linea de accién, pero que actia
en A en lugar de en B (figura 3.4b). Las fuerzas P; y P, que actuan sobre la misma
particula pueden sumarse de acuerdo con las reglas del capitulo 2 y, debido a que dichas
fuerzas son iguales y opuestas, su suma es igual a cero. Por tanto, en términos del com-
portamiento externo de la barra, el sistema de fuerzas original mostrado en la figura
3.4a) es equivalente a que no existiera fuerza alguna (figura 3.4c).

A B A B A B
a) b) 9)
A B A B A B
P, P P
d) e) Fi)

Figura 3.4 a)-c) Un conjunto de fuerzas equivalentes que actia sobre la barra
AB; d)-f) otro conjunto de fuerzas equivalentes que actta sobre la barra AB. Ambos
conjuntos producen el mismo efecto, de equilibrio en este caso, pero diferentes
fuerzas internas y deformaciones.

Considere ahora las dos fuerzas iguales y opuestas P; y P, que actuan sobre la
barra AB, como se muestra en la figura 3.4d). La fuerza P, puede ser reemplazada
por una fuerza P) que tenga la misma magnitud, misma direccion y misma linea de
accion, pero que actie en B en lugar de en A4 (figura 3.4e). Entonces, las fuerzas P,
y P5 pueden sumarse y, nuevamente, su suma es igual a cero (figura 3.4f). De esta
manera, desde el punto de vista de la mecanica de los cuerpos rigidos, los sistemas
mostrados en las figuras 3.4a) y 3.4d) son equivalentes. Sin embargo, es notable que
las fuerzas internas y las deformaciones producidas por los dos sistemas son diferentes.
La barra de la figura 3.4a) esta en tension y, si no es en su totalidad rigida, se incre-
mentara ligeramente su longitud; la barra de la figura 3.4d) esta en compresion y, si no
es rigida, disminuira en poco su longitud. De esta forma, aunque el principio de trans-
misibilidad se puede usar para determinar las condiciones de movimiento o de equi-
librio de los cuerpos rigidos y para calcular las fuerzas externas que actuan sobre los
mismos, debe evitarse, o por lo menos emplearse con cuidado, al momento de determi-
nar fuerzas internas y deformaciones.

3.1C Productos vectoriales

Para entender mejor el efecto de una fuerza sobre un cuerpo rigido, a continuacion
se introducira un nuevo concepto: el momento de una fuerza con respecto a un punto.
Este concepto se podra entender mas facilmente y podra aplicarse en una forma mas
efectiva si primero se agrega a las herramientas matematicas que se tienen disponibles
el producto vectorial de dos vectores.

El producto vectorial de dos vectores P y Q se define como el vector V que sa-
tisface las siguientes condiciones.

1. La linea de accion de V es perpendicular al plano que contiene a P y Q (figu-
ra 3.5a).

2. Lamagnitud de V es el producto de las magnitudes de P 'y Q por el seno del angulo 6
formado por P y Q (cuya medida siempre debera ser menor o igual que 180°); por
tanto, se tiene
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a)

V
Los dedos estan 1 V senala en la
doblados en la direccion del
direccion de dedo pulgar

PyQ |
b)

Figura 3.5 q) El producto vectorial V
tiene la magnitud PQ sen @y es
perpendicular al plano de Py Q; b) se
puede utilizar la regla de la mano
derecha para determinar la direccién
de V.
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Figura 3.6 La magnitud del producto
vectorial V es igual al drea del
paralelogramo formado por P y Q. Si se
cambia Q por Q' de tal manera que el
paralelogramo cambie de forma, pero Py
el drea permanezcan iguales, la magnitud
de V permanecerd inalterada.

Magnitud de un

producto vectorial
V= PQ sen 0 3.1

3. La direccion de V se obtiene a partir de la regla de la mano derecha. Cierre su
mano derecha y manténgala de manera que sus dedos estén doblados en el
primer sentido de la rotacién a través del angulo € que haria al vector P colineal
con el vector Q; entonces, su dedo pulgar indicara la direccion del vector V
(figura 3.5b). Obsérvese que si P y Q no tienen un punto de aplicaciéon comun,
primero se deben volver a dibujar a partir del mismo punto. Se dice que los tres
vectores P, Q y V —tomados en ese orden— forman una triada a mano derecha.’

Como se menciono anteriormente, el vector V que satisface estas tres condicio-
nes (las cuales lo definen en forma unica) se conoce como el producto vectorial de P
y Q, y se representa por la expresiéon matematica

Producto vectorial

V=P xQ (3.2)

En virtud de la notacion utilizada, el producto vectorial de dos vectores P y Q también
se conoce como el producto cruz de Py Q.

A partir de la ecuacion (3.1) se concluye que cuando dos vectores P y Q tienen
la misma direccion, o direcciones opuestas, su producto vectorial es igual a cero. En
el caso general, cuando el angulo # formado por los dos vectores no es 0° ni 180°, a
la ecuacion (3.1) se le puede dar una interpretacion geométrica simple: la magnitud V
del producto vectorial de P y Q es igual al area del paralelogramo que tiene como
lados a P y Q (figura 3.6). Por tanto, el producto vectorial P X Q permanece inalte-
rado si Q se reemplaza por un vector Q' que sea coplanar a P y Q y tal que la linea
que une a las partes terminales de Q y Q’ sea paralela a P:

V=PxQ=PxQ (3.3)

A partir de la tercera condicion empleada para definir al producto vectorial V de
P y Q, esto es, la condicién que establece que P, Q y V deben formar una triada
a mano derecha, se concluye que los productos vectoriales no son conmutativos; es
decir, Q X P no es igual a P x Q. De hecho, se puede verificar que Q X P esta re-
presentado por el vector —V, que es igual y opuesto a V:

4

Figura 3.7 Dos vectores Py Q con
un dngulo de 30° entre ellos.

QxP=-PxQ) 3.4)
4 I
y Aplicacion de concepto 3.1

Calculese el producto vectorial V =P X Q, cuando el vector P tiene una magnitud

de 6 y se encuentra en el plano zx, y forma un angulo de 30° con el eje x, y el

Q vector Q tiene una magnitud de 4 y se encuentra a lo largo del eje x (figura 3.7).

e
Solucion
60°

A partir de la definicion del producto vectorial se concluye que el vector V debe
estar a lo largo del eje y, dirigido hacia arriba, con la magnitud

V'=PQ sen 6 = (6)(4) sen 30° =12 m

J

T'Se debe senalar que los ejes x, y y z utilizados en el capitulo 2 forman un sistema de ejes ortogonales a
mano derecha, y que los vectores unitarios i, j y k definidos en la seccion 2.4A forman una triada ortogonal
a mano derecha.



Se vio que la propiedad conmutativa no es aplicable en el caso de productos vec-
toriales. Sin embargo, se puede demostrar que la propiedad distributiva se mantiene.

Px(Q+Q)=PxQ +PxQ, (3.5)

Una tercera propiedad es la asociativa, la cual no es valida para los productos
vectoriales; en general, se tiene que

PxQ)XxS#P X (QxS) 3.6)

3.1D Componentes rectangulares
de productos vectoriales

Antes de volver a las fuerzas que actuan sobre cuerpos rigidos, observaremos una
manera mas conveniente de expresar productos vectoriales, por medio de componen-
tes rectangulares. Para hacerlo, se utilizaran los vectores unitarios i, j y k, que fueron
definidos en el capitulo 2.

Considérese primero el producto i X j (figura 3.8a). Como ambos vectores tienen
una magnitud igual a 1 y dado que estos forman angulos rectos entre si, su producto
vectorial también debera ser un vector unitario. Dicho vector unitario debe ser Kk,
puesto que los vectores i, j y k son mutuamente perpendiculares y forman una triada
a mano derecha. Por otra parte, a partir de la regla de la mano derecha presentada
en la seccion 3.1C, se concluye que el producto j X i debe ser igual a —k (figura 3.85).
Por ultimo, se debe observar que el producto vectorial de un vector consigo mismo,
como i X i, es igual a cero debido a que ambos vectores tienen la misma direccion.
Por tanto, podemos enumerar los productos vectoriales para los diversos pares posi-
bles de vectores unitarios:

ixi=0 jxi=—k kXi=j
ixj=k ixj=0 kxj=—i (3.7)
ixk=—j ixk=i kxk=0

Para determinar el signo del producto vectorial de dos vectores

unitarios, simplemente se los debe ordenar en un circulo y leer | productos de los
en el orden de la multiplicacion (figura 3.9). El producto sera vectores unitarios
positivo si estos se siguen uno a otro en un orden contrario al que se leen en esta
movimiento de las manecillas del reloj, y sera negativo si estos ~ direccion son positivos
se siguen uno al otro en un orden en el sentido de las maneci-

llas del reloj.
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b)

Figura 3.8 q) El producto vectorial de
los vectores unitarios i y j es el vector
unitario k; b) el producto vectorial de los
vectores unitarios j e i es el vector
unitario —k.

Los productos de los
vectores unitarios que
se leen en esta direccion
son negativos

Ahora se puede expresar facilmente el producto vectorial Figura 3.9 Ordene las tres letras i, j, k en el sentido contrario a

V de dos vectores dados P y Q en términos de las componen-
tes rectangulares de dichos vectores. Al descomponer Py Q en
sus componentes primero se escribe

V=P x Q= (Pi+Pj+ Pk) X (Qd+ Qj+ Qk)

Con el uso de la propiedad distributiva, V se expresa como la suma de productos
vectoriales, como Pyi X Q,j. Se observa que cada una de las expresiones obtenidas es
igual al producto vectorial de dos vectores unitarios, como i X j, multiplicados por el
producto de dos escalares, como P,Q,. Recordando las identidades de la ecuacion (3.7)
después de factorizar a i, j y k, se obtiene

V= (Psz - PzQy)i + (PzQx - PxQz).] + (Pny - P)Qx)k (3'8)

Por tanto, las componentes rectangulares del producto vectorial V estan dadas por

su signo.

Componentes rectangulares
de un producto vectorial

V;C=Psz_PzQy
Vy:PzQx_PxQz (39)
Vz=Pny_Pny

las manecillas del reloj. Se puede utilizar el orden de las letras para
los tres vectores unitarios en un producto vectorial para determinar
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M,
F
r
d A
a)

M,
Los dedos estan \ El vector M,

doblados en la sefnala en la
direccionderaF direccion del
dedo pulgar
b)

Figura 3.10 Momento de una fuerza con
respecto a un punto. a) El momento Mg
es el producto vectorial del vector de
posicién ry de la fuerza F; b) la regla

de la mano derecha indica el sentido de
Mo.

De regreso a la ecuacion (3.8) se observa que el término del lado derecho representa
el desarrollo de un determinante. Por tanto, el producto vectorial V puede expresar-
se de la siguiente forma, que es mas sencilla de memorizar:”

Componentes rectangulares
de un producto vectorial
(forma determinante)

i j Kk
V= Px Py PZ (3 10)
0. 0 O

3.1E Momento de una fuerza con respecto
a un punto

Considere una fuerza F que actia sobre un cuerpo rigido (figura 3.10a). Como se sabe,
la fuerza F esta representada por un vector que define su magnitud y su direccion. Sin
embargo, el efecto de la fuerza sobre el cuerpo rigido también depende de su punto de
aplicacion A. La posicion de A puede definirse de manera conveniente por medio del
vector r que une al punto de referencia fijo O con A; a este vector se lo conoce como el
vector de posicion de A. El vector de posicion r y la fuerza F definen el plano mostrado
en la figura 3.10a).

El momento de F con respecto a O se define como el producto vectorial de r y F:

Momento de una fuerza
con respecto a un punto O

My=rxF (3.11)

De acuerdo con la definicién del producto vectorial dada en la seccion 3.1C, el
momento M, debe ser perpendicular al plano que contiene el punto Oy a la fuerza F.
El sentido de My, esta definido por el sentido de la rotacion que haria al vector r
colineal con el vector F; un observador localizado en el extremo de M, ve a esta
rotacién como una rotacion en sentido contrario al movimiento de las manecillas del
reloj. Otra forma de definir el sentido de M, se logra por medio de una variacion de
la regla de la mano derecha: cierre su mano derecha y manténgala de manera que
sus dedos estén doblados en el mismo sentido de la rotacion que F le impartiria al
cuerpo rigido alrededor de un eje fijo dirigido a lo largo de la linea de accion de My;
de esta manera, su dedo pulgar indicara el sentido del momento M,, (figura 3.105).

Por ultimo, representado con @ el angulo entre las lineas de accion del vector de
posicion r y la fuerza F, se encuentra que la magnitud del momento de F con respec-
to a O esta dada por

Magnitud del momento
de una fuerza

M, =rF sen 0 =Fd (3.12)

 Cualquier determinante que conste de tres renglones y tres columnas se puede evaluar repitiendo la primera
y la segunda columnas, y formando productos a lo largo de cada linea diagonal. Entonces, la suma de los
productos obtenidos a lo largo de la linea azul se resta de la suma de los productos obtenidos a lo largo de
las lineas negras.




donde d representa la distancia perpendicular desde O hasta la linea de accion de F
(véase figura 3.10). De manera experimental, la tendencia de la fuerza F a hacer girar
al cuerpo rigido alrededor de un eje fijo perpendicular a la fuerza depende tanto de
la distancia de F a dicho eje como de la magnitud de F. Por ejemplo, la respiracion
de un nifio puede ejercer fuerza suficiente para hacer girar un molinillo de juguete
(figura 3.11a), pero una turbina eolica necesita la fuerza de un viento fuerte para
hacer girar las aspas y generar energia eléctrica (figura 3.115). Sin embargo, la dis-
tancia perpendicular entre el punto de rotacion y la linea de accion de la fuerza, que
se suele llamar brazo de momento, es igual de importante. Si se quiere aplicar un mo-
mento pequeno para girar una tuerca de una tuberia sin romperla, se puede utilizar
una llave inglesa pequenia que produzca un brazo de momento corto (figura 3.11c).
Pero si se necesita un momento mayor se puede utilizar una llave mas grande con un
brazo de momento mas largo (figura 3.11d). Por tanto,

la magnitud de M, mide la tendencia de la fuerza ¥ a hacer rotar al cuerpo
rigido alrededor de un eje fijo dirigido a lo largo de M.

En el sistema de unidades del SI, donde la fuerza se expresa en newtons (N) y
la distancia se expresa en metros (m), el momento de una fuerza estara expresado
en newtons-metro (N-m). En el sistema de unidades de uso comun en Estados Unidos,
donde la fuerza se expresa en libras y la distancia en pies o en pulgadas, el momen-
to de una fuerza se expresa en Ib-pie o en Ib-pulg.

Se puede observar que, a pesar de que el momento M, de una fuerza con respec-
to a un punto depende de la magnitud, la linea de accion y el sentido de la fuerza,
dicho momento no depende de la posicion que tiene el punto de aplicacion de la fuerza
a lo largo de su linea de accion. En consecuencia, el momento M, de una fuerza F
no caracteriza a la posicion del punto de aplicacion de F.

Sin embargo, como se vera a continuacion, el momento M, de una fuerza F de
magnitud y direccién conocida define completamente a la linea de accion de F. Ademas,
la linea de accion de F debe estar en un plano que pasa por el punto O y es perpen-
dicular al momento M. Su distancia d medida desde O debe ser igual al cociente de
M/ F de las magnitudes de M, y F, esto es, debe ser igual a M/F. El sentido de M,,
determina si la linea de accion de F debe trazarse de un lado o del otro del punto O.

Recuérdese la seccion 3.1B, donde se senala que el principio de transmisibilidad
establece que dos fuerzas F y F’ son equivalentes (esto es, produce el mismo efecto so-
bre el cuerpo rigido) si tienen la misma magnitud, direccion y linea de accidon. Este
principio se puede expresar ahora de la siguiente forma:

Dos fuerzas ¥ y F' son equivalentes si y solo si son iguales (es decir, tienen la
misma magnitud y la misma direccion) y tienen momentos iguales con respecto
a un punto O.

Las condiciones necesarias y suficientes para que dos fuerzas F y F’ sean equivalen-
tes son

F=F y M,=M, (3.13)

Debe senalarse que si las relaciones de las ecuaciones (3.13) se cumplen para cierto
punto O, también se cumpliran para cualquier otro punto.

Problemas en dos dimensiones. Muchas aplicaciones en la estatica tratan con
estructuras bidimensionales; es decir, estructuras cuyo espesor es insignificante en
comparacion con su longitud y su anchura. Dichas estructuras bidimensionales y las
fuerzas que actiian sobre ellas pueden representarse facilmente sobre una hoja de pa-
pel o sobre una pizarra. Por tanto, su analisis es mas simple que el correspondiente
al caso de las estructuras y fuerzas tridimensionales.

Considere, por ejemplo, una placa rigida sobre la que actua una fuerza F en el
plano de la placa rigida (figura 3.12). El momento de F con respecto a un punto O
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a) Poca fuerza

d) Brazo de momento largo

Figura 3.11 a), b) El momento de una
fuerza depende de la magnitud de la
misma; c¢), d) también depende de

la longitud del brazo de momento.

a) ©darko64/123RF; b) © Connect Images/Getty
Images; ¢) © Valery Voennyy/Alamy Stock
Photo; d) © Monty Rakusen/Cultura/Getty Images
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M,
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a)M,=+Fd

P

@ ¥

Mo

b)My=—Fd

Figura 3.12 @) Un momento que tiende
a producir una rotacién contraria al
sentido de las manecillas del reloj es
positivo; b) un momento que tiende a
producir una rotacién en el sentido de las
manecillas del reloj es negativo.
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Figura 3.13 El teorema de Varignon
plantea que el momento con respecto a
un punto O de la resultante de estas
cuatro fuerzas es igual a la suma de los
momentos con respecto al punto O de
las fuerzas individuales.

y

/

z

Figura 3.14 El momento My con respecto
al punto O de una fuerza F aplicada en el
punto A es el producto vectorial del vector
de posicién r y la fuerza F, los cuales se
pueden expresar en componentes
rectangulares.

seleccionado en el plano de la figura esta representado por el vector M, de magnitud Fd,
que es perpendicular a dicho plano. En la figura 3.124) el vector M, apunta hacia
afuera de la pagina, mientras que en la figura 3.125b) este apunta hacia adentro de ella.
Como se observa en la figura, en el primer caso, F tiende a hacer rotar la placa en un
sentido contrario al del movimiento de las manecillas del reloj mientras que, en el se-
gundo caso, tiende a hacer rotar la placa en el sentido del movimiento de las manecillas
del reloj. Por consiguiente, es natural referirse al sentido del momento de F con
respecto a O en la figura 3.12a) como opuesto al del movimiento de las manecillas
del reloj OO, y en la figura 3.12b) como en sentido del movimiento de las maneci-
llas del reloj O.

Puesto que el momento de la fuerza F que acttia en el plano de la figura debe ser
perpendicular a dicho plano, solo se necesita especificar la magnitud y el sentido del
momento F con respecto a O. Esto se puede hacer asignandole a la magnitud M,
del momento un signo positivo o negativo, segun el vector M, apunte hacia afuera o
hacia adentro del plano de la pagina.

3.1F Componentes rectangulares
del momento de una fuerza

La propiedad distributiva de los productos vectoriales se puede emplear para deter-
minar el momento de la resultante de varias fuerzas concurrentes. Si las fuerzas F,
F,, ... se aplican en el mismo punto 4 (figura 3.13) y si se representa por r al vector
de posicidn A, a partir de la ecuacion (3.5) se puede concluir que

l'X(F1+F2+"')ZI'XF1+I'XF2+"' (3.14)

Esto es,

el momento con respecto a un punto dado O de la resultante de varias fuerzas
concurrentes es igual a la suma de los momentos de las distintas fuerzas con
respecto al mismo punto O.

Esta propiedad la establecio el matematico francés Pierre Varignon (1654-1722) mu-
cho antes del desarrollo del algebra vectorial, por lo que se la conoce como teorema
de Varignon.

La relacion en la ecuacion (3.14) permite reemplazar el calculo directo del mo-
mento de una fuerza F por el calculo de los momentos de dos o mas fuerzas componen-
tes. Como se vera en la siguiente seccion, por lo general la fuerza F serd separada en
sus componentes paralelas a los ejes coordenados. Sin embargo, sera mucho mas
rapido en algunos casos descomponer a F en componentes no paralelas a los ejes
coordenados (véase el problema modelo 3.3).

En general, la determinacion del momento de una fuerza en el espacio se simpli-
fica en forma considerable si el vector de fuerza y el vector de posicion a partir de
su punto de aplicacién se descomponen en sus componentes rectangulares x, y y z.
Por ejemplo, considere el momento M, con respecto a O de una fuerza F con com-
ponentes F,, F,, y F. que esta aplicada en el punto 4 de coordenadas x, y y z (figura
3.14). Se observa que las componentes del vector de posicion r son iguales, respec-
tivamente, a las coordenadas x, y y z del punto 4; r y F se escriben

r=xi+yj+zk (3.15)
F=Fi+ FEj+Fk (3.16)

Al sustituir ar y a F a partir de las ecuaciones (3.15) y (3.16) en
My=rxF 3.11)

y recordar las ecuaciones (3.8) y (3.9), se puede escribir el momento M, de F con
respecto a O de la siguiente forma:

Mo = Myi + M,j + Mk (3.17)
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donde las componentes escalares M,, M, y M. estan definidas por las relaciones y F,j
(.",4 - ."3)] A
——— A
Componentes rectangulares
de momento
M, = yF, — zF,
M, = zF, — xF, 3.18)
M, = xF, — yF,
(z4 — zp)k
Como se vera en la seccion 3.2C, las componentes escalares M,, M, y M. del 0
momento M, miden la tendencia de la fuerza F a impartirle a un cuerpo rigido x

un movimiento de rotacion alrededor de los ejes x, y y z, respectivamente. Susti-
tuyendo la ecuacion (3.18) en la ecuacion (3.17) también puede escribirse My en 2

forma de determinante Figura 3.15 El momento Mg con respecto a
un punto B de una fuerza F aplicada en el

i J k punto A es el producto vectorial del vector
de posicién ryz y la fuerza F.
My=|x y z 3.19)
I, Ih, I
Para calcular el momento My de una fuerza F aplicada en 4 con respecto a un y Fj
punto arbitrario B (figura 3.15) se debe reemplazar el vector de posicion r en la —
ecuacion (3.11) por un vector trazado desde B hasta 4. Este vector es el de posicion :
de A relativo a B'y se representa por I, . Se observa que r,,; se puede obtener si se A(x,»,0) [
. x *‘ -1
resta rp de r,; por tanto, se escribe v “
r
MB = rA/B X F = (I‘A - rB) X F (3.20)
. . o
o bien, en forma de determinante, / xi X
M, = M,k
i j k
Mp=|x48 Yuyp Zas 3.21)
F, 17 /i Figura 3.16 En un problema en dos
dimensiones, el momento My de una
donde x5 V45 Y Z4/p Tepresentan las componentes del vector r,p: fuerza F aplicada en A en el plano xy se
reduce a la componente z del producto
XqB= X4 — Xp Yayyp=Ya4— VB ZyB=124 — ZB vectorial de r con F.

En el caso de problemas en dos dimensiones se puede suponer sin perder gene-
ralidad que la fuerza F estd contenida en el plano xy (figura 3.16). Al hacerz=0y
F. =0 en la ecuacion (3.19), se obtiene

F,j
M, = (xF, — yF)k g
Con esto se verifica que el momento de F con respecto a O es perpendicular al O3] :
plano de la figura y esta completamente definido por el escalar Y~ —! Fi
A
Mo =M, =xF, - yF, (3.22) T/
Como se menciono antes, un valor positivo de M, indica que el vector M, apun-
ta hacia afuera del plano del papel (la fuerza F tiende a hacer rotar al cuerpo con B (x,— xp)i
respecto a O en un sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj) 0/—, >
y un valor negativo indica que el vector M, apunta hacia adentro del plano del M, =M,k

papel (la fuerza F tiende a hacer rotar el cuerpo con respecto a O en el sentido
de las manecillas del reloj).
Para calcular el momento con respecto a B(xp, yg) de una fuerza contenida =z
en el plano xy, aplicada en el punto A(x,, y,) (figura 3.17), se hace z43=0Yy Figura 3.17 En un problema en dos
F, =0 en la ecuacion (3.21) y se comprueba que el vector My es perpendicular  dimensiones, el momento Mg con respecto a

al plano xy y esta definido en magnitud y sentido por su componente escalar un punto B de una fuerza F aplicada en A en
el plano xy se reduce al componente z del

Mg = (x4 — xp)F, — (V4 — yp)F, (3.23)  producto vectorial de ryg con F.
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Figura 1 Calculo del momento de
la fuerza de 100 Ib respecto a O

Figura 2 Cdlculo de la fuerza
horizontal en A que crea un momento
igual con respecto a O.

Figura 3 Calculo de la fuerza
minima en A que crea un momento
igual con respecto a O.

utilizando la distancia perpendicular d.

Problema modelo 3.1

Una fuerza vertical de 100 1b se aplica en el extremo de una palanca que esta
unida a una flecha en el punto O. Determine: a) el momento de la fuerza de 100 Ib
con respecto a O; b) la fuerza horizontal aplicada en 4 que origina el mismo
momento con respecto a O; c¢) la fuerza minima aplicada en 4 que origina el
mismo momento con respecto a O; d) qué tan lejos de la flecha debe actuar una
fuerza vertical de 240 Ib para originar el mismo momento con respecto a O, y e) si
alguna de las fuerzas obtenidas en los incisos b), ¢) y d) es equivalente a la fuer-
za original.

ESTRATEGIA: Los calculos necesarios para todas las variaciones involucradas
en la ecuacion basica de definiciéon de momento, M, = Fd.

MODELAR y ANALIZAR:

a) Momento con respecto a O. La distancia perpendicular desde O hasta la
linea de accién de la fuerza de 100 1b (figura 1) es

d = (24 pulg) cos 60° = 12 pulg
La magnitud del momento de la fuerza de 100 1b con respecto a O es igual a
My = Fd = (100 1b)(12 pulg) = 1 200 Ib-pulg
Como la fuerza tiende a hacer rotar la palanca respecto a O en el sentido de las
manecillas del reloj, el momento serd representado por un vector M, perpendicu-

lar al plano de la figura y que apunta hacia adentro del plano del papel. Este hecho
se expresa escribiendo

My =1200 Ib-pulg O <«
b) Fuerza horizontal. En este caso se tiene que (figura 2)
d = (24 pulg) sen 60° = 20.8 pulg

Como el momento con respecto a O debe ser igual a 1 200 1b-pulg, se escribe

MO = Fd
1 200 Ib-pulg = F(20.8 pulg)
F=5771b F=5771b—-> <«

c) Fuerza minima. Como M, = Fd, el minimo valor de F se obtiene cuando d es
maximo. Se selecciona la fuerza perpendicular a O4 y se observa que d = 24 pulg
(figura 3); entonces

MO = Fd
1 200 1b-pulg = F(24 pulg)
F=501b F=501b %30° <«

d) Fuerza vertical de 240 Ib. En este caso (figura 4), M, = Fd proporciona

1200 Ib-pulg = (240 Ib)d  d =5 pulg

(continiia)

/
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pero OB cos 60° =d
por tanto OB=10pulg <«

e) Ninguna de las fuerzas consideradas en los incisos b), ¢) y d) es equivalente
a la fuerza original de 100 Ib. A pesar de que estas fuerzas producen el mismo
momento con respecto a O, sus componentes en x y y son diferentes. En otras
palabras, a pesar de que cada una de las fuerzas hace rotar la flecha de la misma
forma, cada una ocasiona que la palanca jale a la flecha en una forma distinta.

REVISAR y PENSAR: Las distintas combinaciones de fuerza y de brazo de
momento pueden generar momentos equivalentes, pero el sistema de fuerzas
y momento produce un efecto general distinto en cada caso.

Figura 4 Posicion de la fuerza
vertical de 240 Ib que crea un
momento igual con respecto a O.

Problema modelo 3.2

Una fuerza de 800 N acttia sobre la ménsula, como se muestra en la figura. De-
termine el momento de la fuerza con respecto a B.

ESTRATEGIA: Se pueden descomponer la fuerza y el vector de posicion de B
a A en sus componentes rectangulares y usar un enfoque vectorial para completar
la solucion.

MODELAR y ANALIZAR: El momento Mj de la fuerza F con respecto a B se
obtiene a través del producto vectorial

MB = rA/B X F
donde 1, es el vector trazado desde B hasta A (figura 1). Al descomponer ar,;
y a F en sus componentes rectangulares, se tiene que
ryp=—(0.2 m)i + (0.16 m)j
F = (800 N) cos 60°i + (800 N) sen 60°j
= (400 N)i + (693 N)j
Recordando las relaciones en la ecuacion (3.7) para los productos vectoriales
de los vectores unitarios (seccion 3.1D), se obtiene
Mg =ryp X F=[-(0.2 m)i+ (0.16 m)j] x [(400 N)i + (693 N)j]
= —(138.6 N-m)k — (64.0 N-m)k
= —(202.6 N-m)k Mp=203N-m O <«

El momento Mj es un vector perpendicular al plano de la figura y apunta hacia
adentro de la pagina.

REVISAR y PENSAR: Asimismo, se puede utilizar un enfoque escalar para
resolver este problema y emplear las componentes de la fuerza F y el vector de
posicion ry 5. Si se utiliza la regla de la mano derecha para asignar los signos,
se obtiene

+OMy = =My = EFd = —(400 N)(0.16 m) — (693 N)(0.2 m) = —202.6 N-m
M;=203NmO <

! 200 mm

F, = N)j
y= (693 ),J, F=2800N

A A
|, 60°
|

»F = (400 N)i

A

+(0.16 m)j "4/8

\) M
—(0.2m)i B

Figura 1 El momento Mg se determina a
partir del producto vectorial del vector de
posicién ruz y el vector de fuerza F.
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MOQ

Figura 1 La fuerza de 30 Ib en A se
descompone en las componentes P y

Q para simplificar el célculo del

momento Mq.

Problema modelo 3.3

Una fuerza de 30 Ib actia sobre el extremo de una palanca de 3 pies, como se
muestra en la figura. Determine el momento de la fuerza respecto a O.

ESTRATEGIA: Descomponer la fuerza en componentes perpendiculares y pa-
ralelos al eje de la palanca facilita enormemente el calculo del momento.

MODELAR y ANALIZAR: La fuerza se reemplaza por dos componentes: una
componente P en la direccion de OA4 y otra componente Q perpendicular a OA4
(figura 1). Dado que O se encuentra en la linea de accién de P, el momento de P
con respecto a O es igual a cero. Por tanto, el momento de la fuerza de 30 Ib se
reduce al momento de Q, que es en sentido de las manecillas del reloj y, por
consiguiente, se representa con un escalar negativo.

0 = (30 Ib) sen 20° = 10.26 Ib
M, = —0Q(3 pies) = —(10.26 1b)(3 pies) = —30.8 Ib-pies

Como el valor obtenido para el escalar M, es negativo, el momento M, apunta
hacia adentro de la pagina. Asi, se escribe

M, = 30.8 Ib-pie O <«

REVISAR y PENSAR: Siempre se deben buscar maneras de simplificar el tra-
bajo para reducir la cantidad de calculos.

s00omm Problema modelo 3.4

Una placa rectangular esta apoyada por ménsulas en 4 y B y por un alam-
bre CD. Si se sabe que la tension en el alambre es de 200 N, determine el
momento con respecto a A de la fuerza ejercida por el alambre en el punto C.

ESTRATEGIA: Para hallar la solucién se deben descomponer la tension en
el alambre y el vector de posicion de 4 a C en componentes rectangulares.
Se debera abordar con vectores unitarios para determinar las componentes
de fuerza.

MODELAR y ANALIZAR: El momento M, de la fuerza F ejercida por el
alambre en el punto C con respecto a A se obtiene a partir del producto
vectorial

M,=rgy X F 1)

donde r¢y, es el vector trazado desde A hasta C,
re=AC = (0.3 m)i+ (0.08 m)k Q)
y F es la fuerza de_Z)OO N dirigida a lo largo de CD (figura 1). Al introducir el vec-

tor unitario A = CD/CD se puede expresar F como

D
F = Fi= (200 N) ¢y 3)

(continuia)
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Ve
Al descomponer al vector CT)) en sus componentes rectangulares, se tiene
CD = —(0.3 m)i + (0.24 m)j — (0.32 m)k CD=0.50 m
Si se sustituye este resultado en (3) se obtiene

200 N . .
F = $5 - [=(0.3 m)i + (0.24 m)j — (0.32 m)k]

= —(120 N)i + (96 N)j — (128 N)k 4)

Sustituyendo r¢4 y F en la ecuacion (1), a partir de las ecuaciones (2) y
(4), y recordando las relaciones en la ecuacion (3.7) de la secciéon 3.1D,
se obtiene (figura 2)
M, =rg, x F=(0.3i + 0.08k) x (—120i + 96j — 128k)
= (0.3)(96)k + (0.3)(—128)(—j) + (0.08)(—120)j + (0.08)(96)(—1i)

M, = —(7.68 N-m)i + (28.8 N-m)j + (28.8 N-m)k <

SOLUCION ALTERNATIVA: Como se menciono en la seccion 3.1F, el
momento M, puede ser expresado en forma de determinante:

i i K T
My=|xc=x4 Ve—y4 zc—2z4/=]| 03 0 0.08
F, F, F, —120 96 —128

M, = —(7.68 N-m)i + (28.8 N-m)j + (28.8 N-m)k <

REVISAR y PENSAR: Al trasladar los ejes x, y y z al punto A y aplicar
la regla de la mano derecha sobre ellos, se puede verificar facilmente que
los signos de los componentes del momento M, debido a la fuerza F son
correctos.

Figura 1 El momento M, se calcula a partir
del vector de posicién rg, y el vector de
fuerza F.

D

(28.8 N-m)j

—(7.68 N-m)i

(28.8 N-m

Figura 2 Componentes del momento M,
aplicadas en A.

F = (200 N)A

~

SOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

n esta seccion se presento el producto vectorial o producto cruz de dos vectores.
En los problemas que se presentan a continuacion se puede utilizar el pro-
ducto vectorial para calcular el momento de una fuerza con respecto a un punto, y




también para determinar la distancia perpendicular desde un punto hasta una
linea.

El momento de una fuerza F con respecto al punto O de un cuerpo rigido se
defini6 como

My=rxF (3.11)

donde r es el vector de posicion que va desde O hasta cualquier punto sobre la
linea de accion de F. Como el producto vectorial no es conmutativo, cuando se
calcula un producto de este tipo es absolutamente necesario colocar a los vectores
en el orden apropiado y que cada uno de dichos vectores tenga el sentido correc-
to. El momento M, es importante puesto que su magnitud es una medida de la
tendencia de la fuerza F para hacer que el cuerpo rigido rote alrededor de un eje
dirigido a lo largo de M,

1. Calculo del momento M, de una fuerza en dos dimensiones. Se puede emplear
uno de los siguientes procedimientos:

a) Usar la ecuacion (3.12), M, = Fd, la cual expresa la magnitud del momen-
to como el producto de la magnitud de F y la distancia perpendicular d desde O
hasta la linea de accion de F (problema modelo 3.1).

b) Expresar r y F en términos de sus componentes y evaluar formalmente el
producto vectorial My = r X F (problema modelo 3.2).

¢) Descomponer F en sus componentes paralela y perpendicular al vector de
posicion r, respectivamente. Solo la componente perpendicular contribuye al mo-
mento de F (problema modelo 3.3).

d) Usar la ecuacion (3.22), My = M, = xF, — yF,. Cuando se aplica este
método, el enfoque mas simple consiste en tratar a las componentes escalares de
r y F como si fueran positivas y, después, asignar por inspeccién el signo apro-
piado al momento producido por cada componente de la fuerza (problema mo-
delo 3.2).

2. Calculo del momento M, de una fuerza F en tres dimensiones. Con el méto-
do del problema modelo 3.4, el primer paso del proceso consiste en seleccionar
el vector de posicion r que sea el mas conveniente (el mas simple). Después, se
debe expresar a F en términos de sus componentes rectangulares. El ultimo paso
consiste en evaluar el producto vectorial r X F para determinar el momento. En
la mayoria de los problemas tridimensionales se encontrara que es mas facil calcu-
lar el producto vectorial con el uso de la forma de determinante.

3. Determinacion de la distancia perpendicular 4 desde un punto 4 hasta una linea
dada. Primero se supone que la fuerza F de magnitud conocida F se encuentra
a lo largo de la linea dada. Después se determina su momento con respecto a A
formando el producto vectorial M, = r X F, y calculandolo como se indico an-
teriormente. Entonces, se calcula su magnitud M,. Por ultimo, se sustituyen los
valores de F'y M, en la ecuacion M, = Fd y se resuelve para d.




Problemas”

Una valvula de pie para un sistema neumatico esta articulado
en B. Si se sabe que a = 28°, determine el momento de la fuerza
de 16 N alrededor del punto B; para ello, descomponga la fuer-
za en sus componentes horizontal y vertical.

Una valvula de pie para un sistema neumatico esta articulada
en B. Si se sabe que o = 28°, determine el momento de la
fuerza de 16 N alrededor del punto B; para ello, descomponga
la fuerza en sus componentes a lo largo de ABC y en una di-
reccion perpendicular a ABC.

Se sabe que es necesaria una fuerza vertical de 200 Ib para re- Figura P31y P3.2

mover el clavo que esta en C de la tabla. Un instante antes de

que el clavo comience a moverse, determine a) el momento respecto de B
de la fuerza ejercida sobre el clavo, b) la magnitud de la fuerza P que
genera el mismo momento respecto de B si a = 10° y ¢) la fuerza P mi-
nima que genera el mismo momento respecto de B.

Se aplica una fuerza de 300 N en 4 como se muestra en la figura. Deter-
mine @) el momento de la fuerza de 300 N respecto de D, b) la fuerza
minima aplicada en B que crea el mismo momento respecto de D.

Se aplica una fuerza de 300 N en 4 como se muestra en la figura. Deter-
mine a) el momento de la fuerza de 300 N respecto de D, b) la magni-
tud y sentido de la fuerza horizontal aplicada en C que crea el mismo
momento respecto de D, ¢) la fuerza minima aplicada en C que crea el

mismo momento respecto de D. .

Para la palanca de cambios mostrada en la figura, determine la magnitud | 4 pulg
y la direccion de la fuerza mas pequena P que tiene un momento de 210 gigyra p3.3
Ib-pulg en el sentido horario alrededor de B.

Se aplica una fuerza P de 8 Ib a una palanca de cambios. Determine el
momento de P con respecto a B cuando a es igual a 25°.

Se aplica una fuerza P de 11 1b a una palanca de cambios. El momento
de P alrededor de B es en el sentido horario y tiene una magnitud de
250 1b-pulg. Determine el valor de a. a{ A

Una varilla AB se sostiene en su lugar con un cordon AC. Si se sabe que
la tension en el cordon es 1350 N y que ¢ = 360 mm, determine el

"100 mm»’ 200 mm *»‘
T CD

B -

25j74 |«8pulgﬂ

Figura P3.4 y P3.5 300 N Figura P3.6, P3.7 y P3.8

* Las respuestas a todos los problemas cuyo numero estd en tipo recto (como en 3.1) se presentan al final del libro. No se dan las respuestas a los pro-
blemas con nimeros en italicas (como en 3.3).




momento respecto de B de la fuerza ejercida por el cordén en el
punto A descomponiendo dicha fuerza en sus componentes verti-
cal y horizontal aplicadas en a) el punto 4, b) el punto C.

3.10 Una varilla AB se sostiene en su lugar con un cordén AC. Si se
sabe que ¢ = 840 mm y que el momento respecto de B de la
fuerza ejercida por el cordén en el punto 4 es 756 N-m, determine
la tension en el cordon.

311y 342 La ventanilla trasera de un automovil se sostiene mediante el
amortiguador hidraulico BC. Si para levantar la ventanilla se ejer-
ce una fuerza de 125 Ib cuya linea de accion pasa por el soporte
de rotula en B, determine el momento de la fuerza respecto de A.

! 450 mm 313 y 3.14 Los pistones de un motor de automovil se ilustran en la foto-

Figura P3.9 y P3.10 grafia P3.13 y P3.14, y uno de estos pistones se modela de la ma-

nera mostrada en las figuras P3.13 y P3.14. Se sabe que la varilla

15.3 pulg de conexion AB ejerce una fuerza de 2.5 kN sobre la manivela BC

dirigida hacia abajo y a la izquierda a lo largo de la linea central de
AB. Determine el momento de la fuerza respecto de C.

12.0 pulg
Forme el producto vectorial P; X P, y use el resultado obtenido

2.33 pulg para demostrar la identidad

sen (6, — 6,) = sen 6, cos 0, — cos 6, sen 0,

Los vectores P y Q son dos lados adyacentes de un paralelogra-
mo. Determine el area del paralelogramo cuando a) P = —-2i +
21— 6kyQ=8i+2j+4k, h))P=3i—9)— Tky Q = —4i + 2j
— 5k.

Un plano contiene los vectores A y B. Determine el vector unita-

20.5 pulg rio normal al plano cuando A y B son iguales, respectivamente,

) 4-381pulg a) 7i+ 8 — 2k y 9i — 4j — 5k, b) 6i — 3j + 9k y —Si + 4j — 3k.

Una recta pasa por los puntos (=4 m, —3 m) y (2 m, 7 m). De-
termine la distancia perpendicular d desde la recta al origen O
7.62 pulg del sistema de coordenadas.

Determine el momento alrededor del origen O de la fuerza F = —2i

— 3j + 5k que actua en un punto 4. Suponga que el vector de
posicion de A esa)r=i+j+ Kk, b)) r=4i+ 6j — 10k, ¢) r =
17.2 pulg

4i + 3j — Sk.

Figura P3.12

. 42 mm 42 mm
Fotografia P3.13 y P3.14

©Alex Mit/Shutterstock Figura P3.13 Figura P3.14 Figura P3.15




Figura P3.21 Figura P3.22

3.20 Determine el momento alrededor del origen O de la fuerza F = 4i + 10j
+ 6k que actua en un punto 4. Suponga que el vector de posicion de 4
esa)r=2i— 3j+ 4k, b) r = 2i + 6j + 3k, ¢) r = 2i + 5j + 6k.

Antes de que se tale un arbol se conectan los cables AB y BC como se
muestra en la figura. Si se sabe que las tensiones en los cables AB'y BC
son de 555 y 660 N, respectivamente, determine el momento respecto
de O de la fuerza resultante ejercida sobre el arbol por los cables en B.

El aguilon AB de 12 pies tiene un extremo fijo A. Un cable de acero
se estira desde el extremo libre B del aguilon hasta el punto C
ubicado en la pared vertical. Si la tension en el cable es de 380 1b,
determine el momento respecto de A4 de la fuerza ejercida por el
cable en B.

Se aplica una fuerza de 200 N sobre la ménsula ABC, como se

muestra en la figura. Determine el momento de la fuerza respecto
de A. Figura P3.23

Un jugador de basquetbol jala el aro de una canasta mientras completa
una "clavada", como se muestra en la fotografia P3.24. Para evitar que
el tablero de cristal se rompa durante esta maniobra, la parte trasera del
aro puede girar alrededor de una varilla de soporte, y el grado de rota-
cion se controla mediante resortes. Los resortes se pueden ajustar para
proporcionar la resistencia adecuada a los momentos ejercidos sobre la
varilla durante las "clavadas". En la figura P3.24 se modela el aro para
este caso particular. Si se supone que el jugador ejerce una fuerza de
700 N, como se muestra, determine el momento de esta fuerza con
respecto al punto B, ubicado en un extremo de la varilla de soporte.

Fotografia P3.24
Figura P3.24 ©Purestock/SuperStock




Figura P3.25

Una cana de pescar AB de 6 pies se ancla de manera segura en la arena
de una playa. Después de que un pez pica en el anzuelo, la fuerza resul-
tante en la linea es de 6 1b. Determine el momento respecto de 4 de la
fuerza ejercida por la linea en B.

Una seccién de pared hecha con concreto precolado se sostiene tem-
poralmente mediante dos cables como se muestra en la figura P3.26. Si
se sabe que la tension en el cable BD es de 900 N, determine el momen-
to respecto del punto O de la fuerza ejercida por el cable en B.

En el problema 3.22, determine la distancia perpendicular desde el pun-

. to A hasta el cable BC.
Figura P3.26

En el problema 3.23, determine la distancia perpendicular desde el pun-
to 4 hasta la linea de accion de la fuerza de 200 N.

En el problema 3.24, determine la distancia perpendicular desde el pun-
to B hasta la linea de accion de la fuerza de 700 N.

En el problema 3.25, determine la distancia perpendicular desde el pun-
to A hasta una linea que pase a través de los puntos By C.

3.31 En el problema 3.25, determine la distancia per-
pendicular desde el punto D hasta una linea que
a pase a través de los puntos By C.
c 16 pies
< * . En el problema 3.26, determine la distancia per-
/ e pendicular desde el punto O hasta el cable BD.
2 pies -
| / . En el problema 3.26, determine la distancia per-
8 pies :
pendicular desde el punto C hasta el cable BD.
‘{1’;:\24 pies

Determine el valor de a que reduce al minimo la dis-
tancia perpendicular desde el punto C hasta la
Figura P3.34 seccion de tuberia que pasa por los puntos A y B.

3.2 MOMENTO DE UNA FUERZA
CON RESPECTO A UN EJE

La idea del momento con respecto a un punto puede ampliarse con el concepto util

del momento con respecto al eje. Sin embargo, primero se debe presentar otra herra-

mienta de la matematica vectorial. Se ha visto que el producto vectorial multiplica

dos vectores y genera un nuevo vector. Aqui se examinara el producto escalar, que
92 multiplica dos vectores y genera una cantidad escalar.



3.2 Momento de una fuerza con respecto a un eje

3.2A Productos escalares

El producto escalar de dos vectores P y Q se define como el producto de las magni-
tudes de P y Q y el coseno del angulo 0 formado por P y Q (figura 3.18). El produc-
to escalar de P y Q se denota mediante P - Q. Entonces, se escribe

Producto escalar
P-Q=PQcos 0 (3.24)

Obsérvese que la expresion recién definida no es un vector sino un escalar, lo cual
explica el nombre de producto escalar; en virtud de la notacion utilizada, P - Q también
se conoce como el producto punto de los vectores Py Q.

A partir de su propia definicion se concluye que el producto escalar de dos vec-
tores es conmutativo; esto es, que

P-Q=Q-P (3.25)
El producto escalar también es distributivo, como lo demuestra la ecuaciéon
P-(Q+Q)=P-Q +P-Q, (3.26)

En lo concerniente a la propiedad asociativa se debe senalar que no es aplicable a
los productos escalares. De hecho, (P - Q) - S no tiene ningun significado puesto que
P - Q no es un vector sino un escalar.

El producto escalar de dos vectores P y Q puede expresarse en términos de sus
componentes rectangulares. Descomponiendo P y Q en sus componentes se escribe
primero

P-Q=(Pi+Pj+Pk)-(Qi+0j+0k)

Con el uso de la propiedad distributiva, P - Q se expresa como la suma de productos
escalares, Pyi- Q\iy Pi- Q. Sin embargo, a partir de la definicion del producto es-
calar se concluye que los productos escalares de los vectores unitarios son iguales a
Cero o a uno.

ifi=1 j-j=1 k-k=1

3.27)
i-j=0 j-k=0 k-i=0
Por tanto, la expresion obtenida para P - Q se reduce a un producto escalar
Producto escalar
P-Q=P0. +P0, +PO. (3.28)
En el caso particular cuando P y Q son iguales se observa que
P-P=Pi+P+P=P (3.29)

Aplicaciones del producto escalar

1. Angulo formado por dos vectores dados. Considérese que los dos vectores estan
dados en términos de sus componentes:

P=Pi+ Pj+ Pk
Q=0i+0j+0k
Para determinar el angulo formado por estos dos vectores se igualan las expre-

siones obtenidas para el producto escalar en las ecuaciones (3.24) y (3.28) y se
escribe

PQ cos 8=P.0,+ PO, + P.O,

Despejando cos 6, se tiene

PO.+ PO, + PO.
cos = —— ;Qy (3.30)

Q

‘19

Figura 3.18 Dos vectores Py Q
y el dangulo @ entre ellos.
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y 2. Proyeccion de un vector sobre un eje dado. Considérese un vector P que forma
un angulo 8 con un eje, o linea dirigida, OL (figura 3.19a). La proyeccion de P
sobre el eje OL se define como el escalar

Pyy =P cos 0 (3.31)

Se observa que la proyeccion Py, es igual en valor absoluto a la longitud del
segmento OA; esta sera positiva si OA4 tiene el mismo sentido que el eje OL, esto
es, si 0 es agudo, y negativa en caso contrario. Si P y OL forman un angulo
recto, la proyeccion de P sobre OL es cero.

Considere ahora un vector Q dirigido a lo largo de OL con el mismo sen-
tido que OL (figura 3.195). El producto escalar de P y Q puede expresarse como

P-Q=PQ cos 0= Py,0 (3.32)

por lo que se concluye que
P'Q_ PxQx+PyQy+PzQz
o 0

En el caso particular cuando el vector seleccionado a lo largo de OL es el vec-
tor unitario A (figura 3.19¢), se escribe

Py = (3.33)

Po =P\ (3.34)

Recordar de la seccion 2.4A que las componentes de A a lo largo de los ejes
coordenados son iguales, respectivamente, a los cosenos directores de OL. Al
descomponer P y A en sus componentes rectangulares, la proyeccion de P sobre
OL se expresa como

Py = Py cos 0, + P, cos 0, + P, cos 0, (3.35)

donde 0,, 6, y 0, representan los angulos que el eje OL forma con los ejes
coordenados.

3.2B Triples productos mixtos

Se han mostrado las dos maneras de multiplicar dos vectores: el producto vectorial
y el producto escalar. Se define al triple producto mixto de tres vectores S, Py Q

Figura 3.19 q) La proyeccién del como la expresion escalar
vector P con respecto al angulo 6

sobre la linea OL; b) la proyeccion Triple producto mixto
de Py el vector Q sobre OL; ¢) la

proyeccién de P, el vector unitario A S- (P X Q) (3.36)
sobre OL y los angulos de OL con los

ejes de coordenadas. La misma se obtiene formando el producto escalar de S con el producto vectorial de
Py Q. [En el capitulo 15 se presentara otro tipo de triple producto: el triple produc-
to vectorial, S X (P X Q).]

Al triple producto escalar de S, P y Q se le puede dar una
interpretacion geométrica simple (figura 3.20a). En primer lugar,
recuerde de la seccion 3.1C que el vector P X Q es perpendicular
al plano que contiene a Py a Q, y que su magnitud es igual al area
del paralelogramo que tiene por lados a P y a Q. Por otro lado, la
ecuacion (3.32) indica que el producto escalar de Sy P X Q se pue-
de obtener multiplicando la magnitud de P X Q (esto es, el area del

S paralelogramo definido por P y Q) por la proyeccion de S sobre
el vector P x Q (esto es, por la proyecciéon de S sobre la normal al
plano que contiene al paralelogramo). Por tanto, el triple producto
escalar es igual en valor absoluto al volumen del paralelepipedo
> 9 que tiene por lados a los vectores S, Py Q (figura 3.205). Se debe
tud del producto cruz de dos vectores multiplicados por la - . . . .. .
proyeccion del tercer vector con respecto a ese producto cruz: sefialar que el signo del triple producto escalar sera positivo si S,
b) el resultado es igual al volumen del paralelepipedo P y Q forman una triada a mano derecha, y serd negativo si estos
formado por los tres vectores. forman una triada a mano izquierda [esto es, S «+ (P X Q) sera

b) P

Figura 3.20 q) El triple producto mixto es igual a la magni-
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negativo si se observa, desde el extremo terminal de S, que la rotacién que hace a P
colineal con Q va en el sentido de las manecillas del reloj]. El triple producto mixto
sera igual a cero si S, P y Q son coplanares.

Como el paralelepipedo definido en el parrafo anterior es independiente del or-
den en que se tomen los tres vectores, todos los seis triples productos escalares que
se pueden formar con S, P y Q tendran el mismo valor absoluto, pero no el mismo
signo. Se puede demostrar facilmente que

S:PxQ)=P-(Qx8S)=Q-(SxP)
=S QxXP)=—P-SxQ)=-Q-(PxS) 3.37)

Ordenando las letras que representan a los tres vectores en un circulo y en sentido
contrario al movimiento de las manecillas del reloj (figura 3.21), se observa que el
signo del producto triple mixto permanece inalterado si se permutan los vectores en
forma tal que estos todavia se puedan leer en sentido contrario al de las manecillas
del reloj. Se dice que una permutacion de este tipo es una permutacion circular. Tam-
bién, a partir de la ecuacién (3.37) y de la propiedad conmutativa de los productos
escalares, se concluye que el triple producto escalar de S, P y Q se puede definir
tanto con S+ (P X Q) como con (S X P) - Q.

El triple producto escalar de los vectores S, P y Q puede ser expresado en tér-
minos de las componentes rectangulares de estos vectores. Denotando a P X Q con
V y con la formula (3.28) para expresar el producto escalar de Sy V, se escribe

S-(PXQ)=S:V=SV,+5V,+S.V.

Si se sustituyen las componentes de V a partir de las relaciones en la ecuacion (3.9)
se obtiene

S+ (PXQ)=S(P,0. - P.O)) + S(P.0; — P.O.) + S5(P.Q, - P,O,) (3.38)

Esta expresion se puede escribir en forma mas compacta si se observa que represen-
ta la expansion de un determinante:

Triple producto mixto, forma de determinante

S, S, S.
S ®PxQ=|p p, p. (3.39)
o, 0, 0.

Aplicando las reglas que gobiernan la permutacion de renglones en un determinante
pueden verificarse facilmente las relaciones en la ecuacion (3.37) que fueron deriva-
das a partir de consideraciones geométricas.

3.2C Momento de una fuerza con respecto
a un eje dado

Ahora que se cuenta con las herramientas matematicas necesarias se puede presentar
el concepto de momento de una fuerza con respecto a un eje. Considérese nuevamen-
te la fuerza F que actua sobre un cuerpo rigido y el momento M, de dicha fuerza
con respecto a O (figura 3.22). Sea OL un eje a través de O;

el momento M de F con respecto a OL se define como la proyeccion OC del
momento M sobre el eje OL.

Representando al vector unitario a lo largo de OL como A y recordando las ex-
presiones (3.34) y (3.11) obtenidas para la proyeccién de un vector sobre un eje dado
y para el momento M,, de una fuerza F, podemos expresar M, como

Momento con respecto
a un eje a través del origen

My =%-Mp=24-(xxF) (3.40)
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Q S

Figura 3.21 Orden contrario al sentido
de las manecillas del reloj para
determinar el signo del triple producto
mixto de tres vectores P, Qy S.

y

L
—_ c F
M, —-— /
A
r

/-

0 X

z

Figura 3.22 EI momento de My, de
una fuerza F con respecto al eje OL
es la proyeccion sobre OL del
momento Mo. El célculo involucra al
vector unitario A sobre OL y el vector
de posicién desde O hasta A, el punto
sobre el que actua la fuerza F.
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L
F F
P 0 !
”/X
}/ =T A

Figura 3.23 Al descomponer la fuerza
F en componentes paralelas al eje OL y
en un plano perpendicular al mismo se
demuestra que el momento My, de F
con respecto a OL mide la tendencia de
F a rotar el cuerpo rigido alrededor del
eje.

Esto demuestra que el momento My, de F con respecto al eje OL es el escalar que
se obtiene formando el triple producto escalar de A, ry F. Expresando M, en forma
de determinante, se escribe

A Ay A,
Mop=|x y z (3.41)
F. F, F,

donde 4,, 4,, 4, = cosenos directores del eje OL
X, y, z = coordenadas del punto de aplicacion de F
F,, F,, F. = componentes de la fuerza F

El significado fisico del momento M, de una fuerza F con respecto al eje fijo OL
se vuelve mas evidente si se descompone a F en dos componentes rectangulares F,
y F, con F, paralela a OL y F, contenida en un plano P perpendicular a OL (figu-
ra 3.23). En forma similar, descomponiendo a r en dos componentes r; y 1, ¥ susti-
tuyendo a F y a r en la ecuacion (3.40), se escribe

Mo =24+ [(r; +12) X (F| + Fy)]
=)»'(r1XF1)+X'(r1XF2)+X'(r2XF1)+7»'(r2><F2)

Con excepcion del ultimo término todos los triples productos mixtos son iguales a
cero, puesto que involucran a vectores que son coplanares cuando se trazan a partir
de un origen comun (seccion 3.2B). Por tanto, esta expresion se reduce a

MOL =A- (1'2 X F2) (3.42)

El producto vectorial r, X F, es perpendicular al plano Py representa el momento
de la componente F, de F con respecto al punto Q donde OL interseca a P. Por
tanto, el escalar My, el cual sera positivo si r, X F, y OL tienen el mismo sentido
y negativo en caso contrario, mide la tendencia de F, a hacer rotar el cuerpo rigido al-
rededor del eje fijo OL. La otra componente F; de F no tiende a hacer rotar el cuer-
po alrededor de OL porque F; y OL son paralelas. Por tanto, se llega a la conclusion
que

el momento M de F con respecto a OL mide la tendencia de la fuerza F de
impartirle al cuerpo rigido un movimiento de rotacion alrededor del eje fijo OL.

A partir de la definicion del momento de una fuerza con respecto a un eje se
concluye que el momento de F con respecto a un eje coordenado es igual a la com-

g ponente de My, a lo largo de dicho eje. Al sustituir A de manera sucesiva en la ecuacion
L (3.40) por cada uno de los vectores unitarios i, j y k, se obtienen expresiones para
los momentos de ¥ con respecto a los ejes coordenados. Las mismas son iguales, respec-
F tivamente, a las expresiones obtenidas con anterioridad para las componentes del
A\ momento M, de F con respecto a O:
r/l//f = I‘/l -r
B - M, = yF, — zF,
7 A x = VL7 y
/// M, = zF, — xF, (3.18)
c M, =xF, — yF,
0
x Se aprecia que de la misma forma que las componentes F,, F, y F. de una
fuerza F que actiia sobre un cuerpo rigido miden, respectivamente, la tenden-
cia de F a mover el cuerpo rigido en las direcciones de x, y y z, los momentos
: M,, M,y M. de F con respecto a los ejes coordenados miden, respectivamen-
Figura 3.24 El momento de una fuerza con te, la tendencia de F a impartirle al cuerpo rigido un movimiento de rotacion

respecto al eje o recta L puede hallarse al
calcular el triple producto mixto sobre un punto B
de la recta. La eleccién de B es arbitraria, ya que

alrededor de los ejes x, y y z.
En general, el momento de una fuerza F aplicada en 4 con respecto a un

utilizar cualquier otro punto, como puede ser C, eje que no pasa a través del origen se obtiene seleccionando un punto arbitra-

generard el mismo resultado.

rio B sobre dicho eje (figura 3.24) y determinando la proyeccién sobre el eje
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BL del momento My de F con respecto a B. La ecuacion para esta proyeccion se
presenta a continuacion.

Momento en relacion
a un eje arbitrario

MBL=)".MB=}“.(1.A/B X F) (3.43)

donde r, 5 =1, — rp representa al vector trazado desde B hasta 4. Expresando a My,
en forma de determinante se tiene

Ay A, A
Mpr=\X43 Yuyp Zap (3.44)

F, F F.

donde A, 4,, 4. = cosenos directores del eje BL

Xq/B= X4 — Xp Yap=Y4— VB ZAIB=Z4 — ZB

F,, F,, F, = componentes de la fuerza F

Se debe observar que el resultado obtenido es independiente del punto B selecciona-
do sobre el eje dado. De hecho, denotando con M el resultado obtenido con un
punto C diferente, se tiene

Mo, =h-[(rgy—r1c) X F]
=M [(ry—15) X F]+ A" [(r5—1¢) X F]

Sin embargo, debido a que los vectores A y rz — r son colineales, el volumen del pa-
ralelepipedo que tiene por lados a los vectores A, rp — ro y F es igual a cero, al igual
que el triple producto mixto de dichos vectores (seccién 3.2B). Entonces, la expresion
obtenida para M; se reduce a su primer término, el cual es la expresion empleada
anteriormente para definir a Mp;. De manera adicional, a partir de la seccion 3.1E se
concluye que, cuando se calcula el momento de F con respecto a un eje dado, 4 pue-
de ser cualquier punto a lo largo de la linea de accién de F.
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Problema modelo 3.5

Sobre el cubo de lado a actua una fuerza P, a lo largo de la diagonal de una cara
como se muestra en la figura. Determine el momento de P: @) con respecto a 4,
b) con respecto a la arista AB y ¢) con respecto a la diagonal AG del cubo; d) con
el resultado del inciso ¢) determine la distancia perpendicular entre AG y FC.

ESTRATEGIA: Usar las ecuaciones presentadas en esta seccion para calcular
los momentos que se solicitan. Se puede hallar la distancia entre AG y FC con la
expresion del momento M.

MODELAR y ANALIZAR:

a) Momento con respecto a A. Al seleccicmr los ejes x, y y z como se mues-
tra (figura 1), la fuerza Py el vector rp, = AF, trazado desde 4 hasta el punto
de aplicacion F de P, se descomponen en sus componentes rectangulares.
Tpy = ai —aj=a(i—j)
P=(P/V2)j— (PIV2Dk = (PIV2)(j—k)
El momento de P con respecto a 4 es el producto vectorial de estos dos vectores:
My =1, X P=a(i—j) X (PI[V2)(j-k)

M,=@P/V2)(i+j+k <«
\_ (continiia)

A
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4 N
y
b) Momento con respecto a AB. Proyectando a M, sobre 4B, se escribe
D c Mp=i-M,=i-(aP/V2)(i+j+k)
| ' MAB = aP/\/Z |
' B
A ; P Se verifica que, como 4B es paralela al eje x, M,z también es la componente
*J P del momento M,,.
i G
N O 14—~ T c) Momento con respecto a la diagonal AG. El momento de P con respecto
L » 4 a AG se obtiene proyectando a M, sobre AG. Denotando con A el vector unita-
: F rio a lo largo de AG (figura 2), el calculo debe lucir de la siguiente manera:
a N k
z AG ai—aj—a L.
Figura 1 Vector de posicion rg, y b= E - a\/§ - (1/\/3)(1 —i-K
vector de fuerza P relativos al sistema . . . .
de coordenadas escogido. Myg=2My=(1/VI[i~-j-K - (@P/V)(i+j+k
y My = (aP/V6)(1 =1 = 1) My = —aP/\/6 <
D c Método alternativo. El momento de P con respecto a AG también se puede
expresar en forma de determinante:
|
|
4 : B S N S I | VAVA I VAVA IS VAV
A i\\ P MAG = xF/A yF/A ZF/A = a —a 0 = —(ZP/\/E
o) __1J=J¢ F, F, F, 0 PIN2  —PI\V2
e
Ve
EL” d) Distancia perpendicular entre AG y FC. Primero se observa que P es per-
/ £ pendicular a la diagonal AG. Esto se puede comprobar con el producto escalar
P - A y verificar que sea igual a cero:
z
Figura 2 Vector unitario A utilizado P- A= V2)(i-K-(1/V3)i-j-k=PV6)O0-1+1)=0
para determinar el momento de P con
respecto a AG. Entonces, el momento M,; puede ser expresado como —Pd, donde d es la dis-
D c tancia perpendicular desde AG hasta FC (figura 3). (Se usa el signo negativo
| puesto que para un observador ubicado en G, la rotacion impartida al cubo
! B por P tiene el sentido del movimiento de las manecillas del reloj). Recordan-
4 I b do el valor encontrado para M,; en el inciso c) se tiene
i d
9,'____ Jg My = —Pd = —aP|\/§ d=a/\V6 <
7
7 REVISAR y PENSAR: El signo menos obtenido para M; indica que la di-
E F reccién de su vector es opuesta a la del vector unitario A. La aplicacion de la
Figura 3 Distancia perpendicular d regla de la mano derecha a la fuerza P, considerada con respecto a AG, valida
desde AG hasta FC. facilmente este resultado.
\_ v

SOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

n los problemas correspondientes a esta seccion se aplicara el producto esca-
lar (o producto punto) de dos vectores para determinar el dngulo formado por




dos vectores dados y la proyeccion de una fuerza sobre un eje dado. También se
utilizara el triple producto mixto de tres vectores para encontrar el momento de
una fuerza con respecto a un eje dado 'y la distancia perpendicular entre dos lineas.

1. Calculo del angulo formado por dos vectores dados. Primero se expresa cada
uno de los vectores en términos de sus componentes y se determinan las magni-
tudes de los dos vectores. Después, se obtiene el coseno del angulo buscado con
la division del producto escalar de los dos vectores entre el producto de sus
respectivas magnitudes, ecuacion (3.30).

2. Calculo de la proyeccion de un vector P sobre un eje dado OL. En general, se
comienza con la expresion en términos de sus componentes de P y del vector
unitario A que define la direccion del eje. Se debe tener cuidado de que A tenga
el sentido correcto (esto es, de que A esté dirigido desde O hasta L). Entonces,
la proyeccion buscada es igual al producto escalar P - A. Sin embargo, si se cono-
ce el angulo 0 que forman Py A, la proyeccion también se puede calcular como
P cos 6.

3. Determinacion del momento M ,; de una fuerza con respecto a un eje dado OL.
Se definié M,; como

Mo, =%My=A-(r x F) (3.40)

donde A es el vector unitario a lo largo de OL y r es el vector de posicion desde
cualquier punto sobre la linea OL hasta cualquier punto sobre la linea de accion
de F. Como fue el caso para el momento de una fuerza con respecto a un punto,
elegir el vector de posicion mas conveniente simplificara los calculos. Ademas,
también se debe recordar la advertencia de la seccidén anterior: los vectores r y F
deben tener el sentido correcto y colocarse en la formula en el orden apropiado.
El procedimiento que se debe seguir cuando se calcula el momento de una fuer-
za con respecto a un eje se ilustra en el inciso ¢) del problema modelo 3.5. Los
dos pasos esenciales en este procedimiento son: 1) expresar primero A, r y F en
términos de sus componentes rectangulares y 2) evaluar el triple producto mixto
A-(r X F) con el fin de determinar el momento con respecto al eje. En la ma-
yoria de los problemas tridimensionales, la forma mas conveniente para calcular
el triple producto mixto es emplear un determinante.

Como se menciono anteriormente, cuando A esta dirigido a lo largo de uno
de los ejes coordenados, M,; es igual al componente escalar de M, a lo lar-
go de ese eje.

4. Determinacion de la distancia perpendicular entre dos lineas. Se debe recordar
que la componente perpendicular F, de la fuerza F es la que tiende a hacer que el
cuerpo gire alrededor de un eje dado OL (figura 3.23). Entonces se concluye que

MOL = de

donde M, es el momento de F alrededor del eje OL y d es la distancia perpen-
dicular entre OL y la linea de accion de F. Esta ultima ecuacion proporciona una
técnica simple para determinar d. Primero, supéngase que la fuerza F de magni-
tud conocida F se encuentra a lo largo de una de las lineas dadas y que el vector
unitario A se ubica a lo largo de la otra linea. Después, calcule el momento M,
de la fuerza F con respecto a la segunda linea con el método que se presento en
los parrafos anteriores. La magnitud de la componente paralela, F; de F, se ob-
tiene utilizando el producto escalar:

F1=F')\.




El valor de F, se determina entonces a partir de
F,=VF - F

Por ultimo, se sustituyen los valores de My, y F, en la ecuacion My, = F>d y se re-
suelve para d.

Ahora se puede comprender que el calculo de la distancia perpendicular en el in-
ciso d) del problema modelo 3.5 se simplificé debido a que P era perpendicular a la
diagonal AG. Como, en general, las dos lineas dadas no seran perpendiculares, la téc-
nica recién descrita se debe emplear cuando se desee determinar la distancia perpen-
dicular entre ellas.

Problemas

3.35 Dados los vectores P =2i + j+ 2k, Q = 3i + 4j — Sk y S = —4i +
j — 2Kk, calcule los productos escalares P - Q, P - Sy Q - S.

N N N ST———
SSISSSE

VAR

Figura P3.36

3.36 Forme el producto escalar B - C y con el resulta-
do verifique la identidad

cos(a — ) = cos a cos f# + sen a sen f}

3.37 Se conectan tres cables a la parte superior de la
torre en A. Determine el angulo formado por los
cables AB y AC.

Se conectan tres cables a la parte superior de la
torre en A. Determine el angulo formado por los
cables AD y AB.

Si se sabe que la tensioén en el cable AC es de

280 Ib, determine a) el angulo entre el cable AC

y el brazo AB, b) la proyeccién sobre AB de la
Figura P3.37 y P3.38 fuerza ejercida por el cable AC en el punto A.




Si se sabe que la tension en el cable AD es de 180 Ib, deter-
mine a) el angulo entre el cable AD y el brazo AB, b) la pro-
yeccion sobre AB de la fuerza ejercida por el cable AD en el
punto A.

Las cuerdas AB y BC son dos de las cuerdas con que se sos-
tiene una carpa. Las dos estan atadas a una estaca en B. Si la
tension en la cuerda AB es de 540 N, determine a) el angulo
entre la cuerda 4By la estaca, b) la proyeccion sobre la estaca
de la fuerza ejercida por la cuerda AB en el punto B.

Las cuerdas AB y BC son dos de las cuerdas con que se Sos-
tiene una carpa. Las dos estan atadas a una estaca en B. Si la
tension en la cuerda BC es de 490 N, determine @) el angulo
entre la cuerda BC y la estaca, b) la proyeccion sobre la esta-
ca de la fuerza ejercida por la cuerda BC en el punto B.

El tubo AB de 20 pulg se desliza a lo largo de una varilla
horizontal. Los extremos 4 y B del tubo se conectan al punto
fijo C mediante cordones elasticos. En la posicion correspon-
diente a x = 11 pulg, determine el angulo que forman los dos
cordones a) con la ecuacion (3.30), b) con la apli-

cacion de la ley de los cosenos al triangulo ABC.

Resuelva el problema 3.43 con la posicién corres-
pondiente a x = 4 pulg.

Determine el volumen del paralelepipedo de la fi-
gura 3.20b) cuando

) P=2i-4+3k Q=-5i—j+2ky
S=i-7 -k

DP=6i—5 -2k Q=i+2j+3ky
S = —4i — 3j + 2k

Dados los vectores P = 3i + 2j + k, Q = 5i + j

Sy
LT

6.5 pies .
B | 4.5 pies
\ ~— I
A

6 pies

Figura P3.39 y P3.40

0.16 m

Detalle de la estaca en B

—2kyS =i+ 3j+ Sk, determine el valor de S, Figura P3.41y P3.42

para el que los tres vectores son coplanares.

Una grua esta orientada a fin de que el extremo AO del brazo de 25 m
esté en el plano yz. En el instante que se muestra en la figura, la tension
del cable AB es de 4 kN. Determine el momento respecto a cada uno
de los ejes coordenados de la fuerza ejercida en A por el cable AB.

El brazo de 25 m de una grua esta en el plano yz. Determine la tension

permisible maxima en el cable AB si el valor absoluto de los momentos

y
24 pulg//| C/(

12 pulg

~
-
0/

A
X B
/< \5< 20 pulg\)}/

V4

Figura P3.43 Figura P3.47 y P3.48




respecto a los ejes coordenados de la fuerza ejercida en A por
el cable AB debe ser

M| <60 kN-m, |M,| <12 kN-m, [M,| <8 kN-m

Para aflojar una valvula congelada se aplica una fuerza F con
una magnitud de 70 1b a la manija de la valvula. Si se sabe que
60 = 25°, M, = —61 Ib-pie y M, = —43 Ib-pie, determine ¢ y d.

Cuando se aplica una fuerza F a la manija de la valvula que
se muestra en la figura, sus momentos respecto a los ejes x
y z son M, = =77 lb-pie y M, = —81 lb-pie, respectivamente.
Para d = 27 pulg, determine el momento M, de F respecto al
eje y.

La tapa ABCD de un contenedor para almacenamiento mide
0.61 x 1.00 m, tiene bisagras a lo largo del lado AB y se
mantiene abierta al enrollar el cordon DEC sobre un gancho
sin friccion en E. Si la tension en el cordon es de 66 N, de-
termine el momento alrededor de cada uno de los ejes de
coordenadas de la fuerza ejercida por la cuerda en D.

La tapa ABCD de un contenedor para almacenamiento mide
0.61 x 1.00 m, tiene bisagras a lo largo del lado AB y se
mantiene abierta al enrollar el cordon DEC sobre un gancho
sin friccion en E. Si la tension en el cordon es de 66 N, de-
termine el momento alrededor de cada uno de los ejes de
coordenadas de la fuerza ejercida por la cuerda en C.

Un granjero emplea cables para sujetar firmemente una de las
paredes de un granero pequeno a los tensores By E. Si se
sabe que la suma de los momentos respecto al eje x de las
fuerzas ejercidas por los cables sobre el granero en los puntos
Ay D es de 4 728 1b-pie, determine la magnitud de Tpg cuan-
do T,z = 255 lb.

Resuelva el problema 3.53 si la tension en el cable AB es de
306 Ib.

Una fuerza P con magnitud de 520 1b actua sobre el punto £
en el marco que se muestra en la figura. Determine el mo-
mento de P alrededor de una linea que une los puntos O y D.

Figura P3.51y P3.52 . Una fuerza P actua sobre el punto £ en el marco que se mues-
tra en la figura P3.56. Si se sabe que el valor absoluto del mo-

A

Wi

\;;// |

14 pies
E

2N

1.5 pies/< 2pies

Figura P3.53 Figura P3.55 y P3.56




mento de P alrededor de una linea que une los puntos F'y B
es 300 Ib-pie, determine la magnitud de la fuerza P.

El marco ACD esta articulado en A y D y se sostiene mediante
un cable que pasa a través de un anillo en By esta unido a los
ganchos en Gy H. Si se sabe que la tension en el cable es de
450 N, determine el momento respecto a la diagonal AD de la
fuerza ejercida sobre el marco por el tramo BH del cable.

En el problema 3.57, determine el momento respecto a la dia-
gonal AD de la fuerza ejercida sobre el marco por el tramo BG
del cable.

La placa triangular ABC esta apoyada en juntas de rotula en B
y D, y se mantiene en la posicion mostrada mediante los cables
AFE'y CF. Si la fuerza ejercida por el cable AE en A es de 55 N,
determine el momento de esa fuerza respecto a la linea que une
los puntos D y B.

La placa triangular ABC esta apoyada en juntas de rotula en B
y D, y se mantiene en la posicion mostrada mediante los cables
AFE'y CF. Si la fuerza ejercida por el cable CF en C es de 33 N,
determine el momento de esa fuerza respecto a la linea que une
los puntos D y B.

Un tetraedro regular tiene seis lados de longitud a. Se aplica
una fuerza P a lo largo del borde BC como se muestra en la
figura. Determine el momento de P respecto al borde OA.

Un tetraedro regular tiene seis lados de longitud a. a) Demues-

tre que dos bordes opuestos, como OA4 y BC, son perpendicu-
lares entre si. b)) Con esta propiedad y el resultado del proble-
ma 3.61, determine la distancia perpendicular entre los bordes
OA y BC.

Dos fuerzas F; y F, en el espacio tienen la misma magnitud F.
Demuestre que el momento de F; respecto a la linea de accion
de F, es igual al momento de F, respecto a la linea de ac-
cion de F;.

En el problema. 3.55, determine la distancia perpendicular entre
una linea que une los puntos O y D y la linea de accion de P.

En el problema. 3.56, determine la distancia perpendicular entre
una linea que une los puntos F'y By la linea de accion de P.

En el problema 3.57, determine la distancia perpendicular entre
el tramo BH del cable y la diagonal AD.

En el problema 3.58, determine la distancia perpendicular en-
tre el tramo BG del cable y la diagonal AD.

En el problema 3.59, determine la distancia perpendicular en-
tre el cable AE y la linea que une los puntos D y B.

En el problema 3.60, determine la distancia perpendicular en-
tre el cable CF y la linea que une los puntos D y B.

Figura P3.57

Figura P3.59 y P3.60

Figura P3.61y P3.62
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Figura 3.25 Un par consiste de dos
fuerzas con la misma magnitud, lineas

de accion paralelas y sentidos
opuestos.

Figura 3.26 El momento M del par
con respecto a O es la suma de los

momentos de F y de —F con respecto

a 0.

M

Figura 3.27 El momento M de un
par es igual al producto de Fy d,
es perpendicular al plano del par

y es un vector libre que puede apli-
carse en cualquier punto.

_Fl

/

d

/

F

d, F,
-F,

Figura 3.28 Dos pares tienen el
mismo momento si se encuentran en
planos paralelos, tienen el mismo
sentido y si Fidy = Fyd,.

3.3 PARES Y SISTEMA FUERZA-PAR

Una vez que se han estudiado los efectos de las fuerzas y momentos sobre un cuerpo
rigido se puede considerar si es posible simplificar el sistema de fuerzas y momentos
sin alterar dichos efectos. De hecho, es posible reemplazar un sistema de fuerzas y
momentos con un sistema equivalente y mas sencillo. Una de las ideas fundamenta-
les que se emplea en dicha transformacion se denomina un par.

3.3A Momento de un par

Se dice que dos fuerzas F 'y —F que tienen la misma magnitud, lineas de accion para-
lelas y sentidos opuestos forman un par (figura 3.25). La suma de las componentes de
las dos fuerzas en cualquier direccion es igual a cero. Sin embargo, la suma de los
momentos de las dos fuerzas con respecto a un punto dado no es cero. Las dos fuer-
zas no causan que el cuerpo sobre el que actuan se mueva sobre una linea (traslacion),
pero si tienden a hacerlo rotar.

A continuacién se representaran con r, y Ip, respectivamente, a los vectores de
posicion de los puntos de aplicacién de F y —F (figura 3.26). La suma de los mo-
mentos de las dos fuerzas con respecto a O es

l'AXF+rBX(—F)=(rA—rB)XF

Si se define ry — rp =1, donde r es el vector que une los puntos de aplicacion de las
dos fuerzas se concluye que la suma de los momentos de F y —F, con respecto a O,
esta representada por el vector

M=rxF (3.45)

El vector M se conoce como el momento del par; se trata de un vector perpendicular
al plano que contiene las dos fuerzas, y su magnitud esta dada por

M= rFsen =Fd (3.46)

donde d es la distancia perpendicular entre las lineas de acciéon de Fy —F y 6 es el
angulo F (o —F) y r. El sentido de M esta definido por la regla de la mano derecha.

Como el vector r en (3.45) es independiente de la eleccion del origen O de los
ejes coordenados, se observa que se obtendria el mismo resultado si los momentos de
F y —F se hubieran calculado con respecto a un punto diferente O’. Por tanto, el mo-
mento M de un par es un vector libre (seccion 2.1B) que puede ser aplicado en cual-
quier punto (figura 3.27).

A partir de la definicion del momento de un par también se concluye que dos
pares, uno constituido por las fuerzas F; y —F,, y el otro constituido por las fuerzas
F, y —F, (figura 3.28), tendrdn momentos iguales si

Fid, = Fyd, (3.47)

y si los dos pares se encuentran en planos paralelos (o en el mismo plano) y tienen
el mismo sentido (es decir, en el sentido de las manecillas del reloj o en sentido con-
trario al de las manecillas del reloj).

3.3B Pares equivalentes

Imagine que tres pares actian de manera sucesiva sobre la misma caja rectangular
(figura 3.29). Como se vio en la seccion anterior, el Unico movimiento que un par le
puede impartir a un cuerpo rigido es una rotacion. Como cada uno de los tres pares
mostrados tiene el mismo momento M (la misma direccién y la misma magnitud
M =120 1b-pulg), se puede esperar que los tres pares tengan el mismo efecto sobre
la caja.

Por mas razonable que parezca esta conclusion, no debe aceptarse de inmediato.
Aunque la intuicion es de gran ayuda en el estudio de la mecanica, no debe ser
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Figura 3.29 Tres pares equivalentes. a) Un par que actda en la parte inferior de la caja en sentido contrario a las manecillas del reloj si
se lo observa desde arriba; b) un par en el mismo plano y con el mismo sentido, pero mayores fuerzas que en @); ¢) un par que actia en

un plano diferente, pero con el mismo sentido.

aceptada como un sustituto del razonamiento 16gico. Antes de establecer que dos
sistemas (o grupos) de fuerzas producen el mismo efecto sobre un cuerpo rigido,
esto debe demostrarse con base en la evidencia experimental que se ha presentado
hasta este momento. Esta evidencia consiste en la ley del paralelogramo para la suma
de dos fuerzas (seccion 2.1A) y en el principio de transmisibilidad (seccion 3.1B).
Por tanto, se establecera que dos sistemas de fuerzas son equivalentes (esto es, que di-
chos sistemas tienen el mismo efecto sobre un cuerpo rigido) si pueden transformar a
uno de ellos en el otro por medio de una o varias de las siguientes operaciones: 1) reem-
plazar dos fuerzas que actiian sobre la misma particula por su resultante, 2) descom-
poner una fuerza en dos componentes, 3) cancelar dos fuerzas iguales y opuestas
que actian sobre la misma particula, 4) unir a la misma particula dos fuerzas igua-
les y opuestas y 5) mover una fuerza a lo largo de su linea de accion. Cada una de
estas operaciones se justifica con base en la ley del paralelogramo o en el principio
de transmisibilidad.

Ahora se procede a demostrar que dos pares que tienen el mismo momento M
son equivalentes. Primero se consideran dos pares contenidos en el mismo plano y
se supone que dicho plano coincide con el plano de la figura (figura 3.30). El primer
par esta constituido por las fuerzas F; y —F; de magnitud F|, las cuales estan locali-
zadas a una distancia d; entre si (figura 3.30a). El segundo par esta constituido por
las fuerzas F, y —F, de magnitud F,, localizadas a una distancia d, entre si (figura
3.30d). Como los dos pares tienen el mismo momento M, que es perpendicular al
plano de la figura, ambos pares deben tener el mismo sentido (el cual se ha supues-
to contrario al movimiento de las manecillas del reloj), y la relacién

Fldl = F2d2 (3.47)

4

a) b) 9] d)

Figura 3.30 Los cuatro pasos para transformar un par en otro par en el mismo plano con
operaciones simples. a) Par inicial; b) rotular puntos de interseccion de las lineas de accion de
ambos pares; c) descomponer las fuerzas del primer par en sus componentes; d) par final.

Fotografia 3.1 Las fuerzas paralelas de
igual magnitud ejercidas hacia arriba y
hacia abajo sobre los brazos de la
cruceta son ejemplo de un par.

©Lucinda Dowell/McGraw-Hill
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d)

Figura 3.31 Los cuatro pasos para
transformar un par en otro par en un
plano paralelo con operaciones simples.
a) Par inicial; b) agregar un par de
fuerzas sobre la linea de interseccion de
dos planos diagonales; c) reemplazar dos
pares con pares equivalentes en el
mismo plano; d) par final.

debe ser satisfecha. Para comprobar que los dos pares son equivalentes se debe de-
mostrar que el primer par puede ser transformado en el segundo por medio de las
operaciones enumeradas con anterioridad.

Se representan con A4, B, C'y D los puntos de interseccion de las lineas de accion
de los dos pares. Primero, se deslizan las fuerzas F; y —F; hasta que estén unidas,
respectivamente, a A y B, como se muestra en la figura 3.305). Entonces, la fuerza F,
se descompone en una componente P a lo largo de la linea AB y una componente Q
a lo largo de AC (figura 3.30c); similarmente, la fuerza —F; se descompone en —P a
lo largo de ABy en —Q a lo largo de BD. Las fuerzas P y —P tienen la misma magni-
tud, la misma linea de accion y sentidos opuestos; tales fuerzas pueden moverse a lo
largo de su linea de accion comun hasta aparecer aplicadas en el mismo punto para
que, entonces, puedan ser canceladas. Por tanto, el par formado por F; y —F; se re-
duce al par constituido por Q y —Q.

A continuacion se comprueba que las fuerzas Q y —Q son iguales, respectivamen-
te, a las fuerzas —F, y F,. El momento del par formado por Q y —Q puede obtenerse
calculando el momento de Q con respecto a B; en forma similar, el momento del par
formado por F; y —F, es el momento de F; con respecto a B. Pero, por el teorema
de Varignon, el momento de F, es igual a la suma de los momentos de sus compo-
nentes P y Q. Como el momento de P con respecto a B es igual a cero, el momento
del par formado por Q y —Q debe ser igual al momento del par formado por F; y
—F,. Recordando (3.47) se escribe

0Qd, = Fid, = F,d, y 0=F

Por tanto, las fuerzas Q y —Q son iguales, respectivamente, a las fuerzas —F, y F,, y
el par de la figura 3.30a) es equivalente al par de la figura 3.30d).

Considere ahora dos pares contenidos en planos paralelos P; y P,; a continuacion
se demostrara que dichos pares son equivalentes si tienen el mismo momento. En
virtud de lo que se ha presentado hasta ahora se puede suponer que ambos pares estan
constituidos por fuerzas que tienen la misma magnitud F'y que actuan a lo largo de
lineas paralelas (figura 3.31a) y d). Se pretende demostrar que el par contenido en el
plano P; puede ser transformado en el par contenido en el plano P, por medio de las
operaciones estandar que ya se mencionaron.

Considere dos planos definidos, respectivamente, por las lineas de accion de F,
y —F, y por las lineas de accion de —F; y F, (figura 3.315). En un punto sobre la linea
de interseccion de los dos planos se unen dos fuerzas F; y —F3, que son iguales, res-
pectivamente, a F; y —F,. El par formado por F; y —F; puede ser reemplazado por
un par constituido por F; y —F, (figura 3.31c) puesto que, obviamente, ambos pares
tienen el mismo momento y estan contenidos en el mismo plano diagonal. En forma
analoga, el par formado por —F; y F; puede ser reemplazado por un par constituido
por —F; y F,. Cancelando las dos fuerzas iguales y opuestas F; y —F; se obtiene el
par deseado en el plano P, (figura 3.31d). En este sentido, se concluye que dos pares
que tienen el mismo momento M son equivalentes si estan contenidos en el mismo
plano o en planos paralelos.

La propiedad que se acaba de establecer es muy importante para entender correc-
tamente la mecanica de los cuerpos rigidos. Esta propiedad indica que cuando un par
actuia sobre un cuerpo rigido es irrelevante donde actuan las dos fuerzas que forman
al par o cuales son la magnitud y la direccion que esas fuerzas producen. Lo unico
que importa es el momento del par (su magnitud y direccion). Los pares con el mismo
momento tendran el mismo efecto sobre el cuerpo rigido.

3.3C Adicion o suma de pares

Se consideran dos planos P; y P, que se intersecan y dos pares que actiian, respecti-
vamente, en P; y P,. Se debe recordar que cada par es un vector libre en su respec-
tivo plano y puede representarse dentro del mismo con cualquier combinacién de
fuerzas iguales, opuestas y paralelas y la distancia perpendicular de separacion que
brinda el mismo sentido y magnitud para dicho par. Se puede suponer, sin perder la
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generalidad, que el par en P, consta de dos fuerzas F; y —F; perpendiculares a la
linea de interseccion de los dos planos y que actian, respectivamente, en A y B (fi-
gura 3.32a). En forma similar, se supone que el par en P, consta de dos fuerzas F,
y —F, perpendiculares a 4B y que actuan, respectivamente, en 4 y B. La resultante
R de F, y F, y la resultante —R de —F; y —F, forman un par. Si se representa con r
el vector que une a B con A y si se recuerda la definicién de par (seccion 3.3A), el
momento M del par resultante queda expresado como —F

-R __ -
M=rxR=rx(F, +F,) , P,
Por el teorema de Varignon, podemos ampliar esta expresion a —F, ‘/I//B
M:l'XF1+rXF2 Pl\sﬂ}?l
/
El primer término en la expresion obtenida representa al momento M, del par en P, \ /
y el segundo término representa al momento M, del par en P,. Asi se tiene -
F
M=M, +M, (3.48) :
Se concluye que la suma de dos pares cuyos momentos son iguales a M; y M, es un “
par de momento M igual a la suma vectorial de M; y M, (figura 3.324). Podemos .
ampliar esta conclusiéon y afirmar que se puede sumar cualquier cantidad de pares '\
M; para generar un par resultante, S
M
\

M = XM, = X(r X F)

0
3.3D Vectores de pares \N‘M

Como se vio los pares que tienen el mismo momento, sin importar si actian en el b)
mismo plano o en planos paralelos, son equivalentes. Por tanto, no hay necesidad de
dibujar las fuerzas que en realidad forman un par dado con el proposito de definir Figura 3.32  0) Se pueden sumar dos
el efecto que dicho par produce sobre un cuerpo rigido (figura 3.33a). Es suficiente E:rer’edjolgs E,fi,fs Ezdjeui:?efscetg:nen
dibujar una flecha igual en magnitud y direccion al momento M del par (figura 3.33b). .5 tormar En nuejo par. b) El momento
Por otra parte, también hemos visto que la suma de dos pares es otro par y que el mo-  del par resultante es la suma vectorial de
mento M del par resultante puede obtenerse mediante la suma vectorial de los momen- los momentos de los pares de las
tos M, y M,, de los pares dados. Por consiguiente, los pares obedecen la ley para la componentes.
adicion de vectores, y la flecha usada en la figura 3.33b) para representar al par defi-
nido en la figura 3.33a) puede considerarse como un vector verdadero.
El vector que representa un par recibe el nombre de vector de par. Obsérvese que
en la figura 3.33 se uso una flecha roja para distinguir al vector de par, el cual represen-
ta al par mismo, del momento del par, que se representd con una flecha en figuras
anteriores. Notese también que se ha agregado el simbolo (O a esta flecha con el fin
de evitar cualquier confusion con los vectores que representan fuerzas. El vector de
par, como el momento de un par, es un vector libre. Por tanto, su punto de aplicacion
puede ser elegido en el origen del sistema de coordenadas si asi se desea (figura 3.33c¢).
Ademas, el vector de par M se puede descomponer en componentes vectoriales M,,
M, y M., las cuales estan dirigidas a lo largo de los ejes coordenados (figura 3.33d).

y
fMJ.
= OQ)
e —
-~ M. X
; z
a) b) c) d)

Figura 3.33 a) Un par formado por dos fuerzas puede representarse por b) un vector de par, orientado
de forma perpendicular al plano del par. c) El vector de par es un vector libre y puede moverse a otros
puntos de aplicacion, como el origen. d) Un vector de par puede descomponerse en componentes sobre los
ejes coordenados.
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a) b) )

Figura 3.34 Reemplazar una fuerza con una fuerza y un par. a) La fuerza
inicial F que actuia sobre el punto A; b) unida a fuerzas iguales y opuestas
sobre O; ¢) la fuerza F que actia sobre el punto O y un par.

Esas componentes vectoriales representan pares que actuan, respectivamente, en los
planos yz, zx y xy.

3.3E Descomposicion de una fuerza dada
en una fuerza en O y un par

Considere una fuerza F que actia sobre un cuerpo rigido en un punto A definido por
el vector de posicion r (figura 3.34a). Suponga que a fin de simplificar el andlisis se
quiere que la fuerza actie en el punto O. Aunque F se puede mover a lo largo de su
linea de accion (principio de transmisibilidad), no es posible moverla al punto O, que
no se encuentra sobre la linea de accidn original de la fuerza, sin modificar el efecto
que F produce sobre el cuerpo rigido.

Sin embargo, pueden unirse dos fuerzas al punto O, una igual a F y otra igual a
—F, sin modificar el efecto que la fuerza original tiene sobre el cuerpo rigido (figura
3.34b). Como una consecuencia de esta transformacion, ahora una fuerza F se aplica
en O; las otras dos fuerzas forman un par con un momento My, =r X F. Por tanto,

cualquier fuerza F que actue sobre un cuerpo rigido puede ser trasladada a un
punto arbitrario O siempre y cuando se agregue un par cuyo momento sea
igual al momento de F con respecto a O.

El par tiende a impartirle al cuerpo rigido el mismo movimiento de rotacion alrededor
de O que la fuerza F ocasionaba antes de que fuera trasladada al punto O. El par se
representa por el vector de par M, que es perpendicular al plano que contiene a r y
a F. Como M, es un vector libre, puede ser aplicado en cualquier lugar; sin embargo,
por conveniencia, usualmente el vector de par se fija en O, junto con F. Se hace re-
ferencia a la combinacion obtenida como un sistema fuerza-par (figura 3.34c).

Si la fuerza F se hubiera trasladado del punto 4 a un punto diferente O’ (figura
3.35a) y c) se tendria que calcular el momento My =1’ X F de F con respecto a O’,
y se hubiera fijado a O’ un nuevo sistema fuerza-par constituido por F y por el vector
de par M. La relacion que existe entre los momentos de F con respectoa Oy a O’
se obtiene

My =r'"XF=0+s)XF=rxF+sXxF
My =My+sxF (3.49)

donde s es el vector que une a O’ con O. De esta manera, el momento M, de F con
respecto a O se obtiene sumandole al momento My, de F con respecto a O el pro-
ducto vectorial s X F que representa el momento con respecto a Q" de la fuerza F
aplicada en O.

Este resultado también pudo obtenerse observando que para trasladar a O’ al
sistema fuerza-par unido a O (figura 3.35b) y ¢), el vector de par M, se puede mover
libremente a O’; sin embargo, para mover la fuerza F de O a O’ es necesario agregar-
le a F un vector de par cuyo momento sea igual al momento con respecto a O’ de la
fuerza F aplicada en O. Por tanto, el vector de par M, debe ser igual a la suma de
My vy el vector s X F.



A 4

o 0 0 @[:

a) b) 9)

Figura 3.35 Trasladar una fuerza a diferentes puntos. a) Fuerza F inicial
que actla sobre A; b) fuerza F que actta sobre O y un par; c) fuerza F que
actia sobre O’ y un par diferente.

Como ya se ha mencionado, el sistema fuerza-par obtenido a partir de trasladar
una fuerza F de un punto 4 a un punto O consta de un vector de fuerza F y de un
vector de par M, perpendicular a F. Por el contrario, cualquier sistema fuerza-par
que conste de una fuerza F y de un vector de par M, que sean mutuamente perpen-
diculares puede ser reemplazado por una sola fuerza equivalente. Esto se lleva a cabo
moviendo la fuerza F en el plano perpendicular a M, hasta que su momento con
respecto a O sea igual al momento del par que se desea eliminar.
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Fotografia 3.2 La fuerza ejercida por
cada mano sobre la llave puede
reemplazarse por un sistema equivalente
fuerza-par que actua sobre la tuerca.
©Steve Hix

-

\
Problema modelo 3.6
Determine las componentes del par simple que es equivalente a los
dos pares mostrados.
ESTRATEGIA: Buscar maneras para sumar fuerzas iguales y opues-
tas al diagrama que, junto con las distancias perpendiculares ya cono-
cidas, produciran nuevos pares con momentos sobre los ejes coorde-
nados. Esto puede combinarse en un par equivalente simple.
X
MODELAR: Los calculos se pueden simplificar si se fijan en A dos
fuerzas de 20 Ib iguales y opuestas (figura 1). Esto permitira reemplazar
al par original de las fuerzas de 20 1b por dos nuevos pares originados
por fuerzas de 20 Ib, uno de los cuales se encuentra en el plano zx; el
otro se encuentra en un plano paralelo al plano xy.
y
X
M, = +(240 Ib-pulg)j 1
M, = —(540 Ib-pulg)i T
o=
AZD/
z 7 M. =+(180 1b-pulg)k
z
Figura 1 Se fijan dos fuerzas de 20 Ib iguales Figura 2 Los tres pares representados
y opuestas para simplificar los célculos. como vectores de par.
(continuia)
/
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-

2 Lo 30m

Figura 3 Utilizando el sistema de
fuerzas dado, también se puede
determinar el par equivalente simple a
partir de la suma de momentos de las
fuerzas con respecto a cualquier
punto, como el punto D.

ANALIZAR: Los tres pares pueden ser representados por tres vectores
de par M,, M, y M, dirigidos a lo largo de los ejes coordenados (figu-
ra 2). Los momentos correspondientes son

M, = —(30 1b)(18 pulg) = —540 1b-pulg

M, = +(20 1b)(12 pulg) = +240 Ib-pulg

M, = +(20 1b)(9 pulg) = +180 Ib-pulg
Estos tres momentos representan las componentes del par simple M,
equivalente a los dos pares dados. Se puede escribir M como

M = —(540 Ib-pulg)i + (240 Ib-pulg)j + (180 Ib-pulg)k <«

REVISAR y PENSAR: Las componentes del par equivalente simple M también
pueden ser determinadas calculando la suma de los momentos de las cuatro
fuerzas dadas con respecto a un punto arbitrario. Si se elige al punto D, el mo-
mento sera (figura 3)

M = M, = (18 pulg)j X (=30 Ib)k + [(9 pulg)j — (12 pulg)k] X (—20 Ib)i
Después de calcular los diversos productos cruz, se obtiene el mismo resultado,

M = —(540 Ib - pulg)i + (240 Ib - pulg)j + (180 Ib - pulg)k <

~

4

-

F = —(400 N)j

0

—(24 N-m)k —(24N -m)k

150 mm

Figura 1

~ (60 N-m)k
—(400 N)j

Reemplazar la fuerza y el par dados por
un sistema equivalente fuerza-par en O.

Problema modelo 3.7

Reemplace el par y la fuerza mostrados por una sola fuerza equivalente aplicada
a la palanca. Determine la distancia desde el eje hasta el punto de aplicacion de
esta fuerza equivalente.

ESTRATEGIA: Primero se reemplazan la fuerza y el par dados por un sistema
equivalente fuerza-par en O. Al mover la fuerza de este sistema de fuerza-par una
distancia que crea el mismo momento que el par se puede reemplazar el sistema con
una fuerza equivalente.

MODELAR y ANALIZAR: Para reemplazar la fuerza y el par dados, la fuerza
F = —(400 N)j debe moverse a O y al mismo tiempo agregarse un par de mo-
mento My, igual al momento con respecto a O de la fuerza en su posicion origi-
nal (figura 1). Por tanto,

M, = OB x F = [(0.150 m)i + (0.260 m)j] X (—400 N)j
= —(60 N-m)k
Cuando se suma este nuevo par al par de momento —(24 N-m)k for-
mado por las dos fuerzas de 200 N se obtiene un par de momento
—(84 N-m)k (figura 2). Se puede reemplazar este ultimo par al aplicar
la fuerza F en un punto C seleccionado de manera que
—(84 N-m)k = OC x F
= [(OC)cos 60°1 + (OC)sen 60°j] x (—400 N)j
= —(0C)cos 60°(400 N)k

El resultado es

(0C) cos 60°=0.210 m = 210 mm OC=420 mm <«

(continuia)
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REVISAR y PENSAR: Como el efecto de un par no depende de su ubicacion, c

el par de momento —(24 N-m)k puede trasladarse a B; por tanto, se obtiene un

sistema fuerza-par en B (figura 3). Ahora el par puede eliminarse aplicando la .

fuerza F en un punto C elegido de manera que —

N —(400N)j
—(24 N-m)k = BC x F —(84N-m)k 60°
= —(BC) cos 60°(400 N)k 0 0
Se concluye que —(400 N)j
(BC) cos 60° = 0.060 m = 60 mm BC = 120 mm Figura 2 Par resultante eliminado al
OC = OB + BC = 300 mm + 120 mm OC = 420 mm <« ‘rasladarlafuerza F.
—(24 N-m)k
B B
o 5/ 0\~ (24 N-mk
—(24 N-m)k —
GANME /(400 M) (400 N)j — (400 N)j
( 0 0 —(400 N)j
150 mm 0 0

Figura 3 El par se puede trasladar a B sin alterar el efecto. Este par puede eliminarse al

trasladar la fuerza F.
N\ v
4 I

ESTUDIO DE CASO 3.1*

La torre Vlooybergtoren en Tielt-Winge, Bélgica, fue construida con el propdsito
de proporcionar una plataforma distintiva y unica para que los visitantes vean el
“bosque de cuento de hadas” de Kabouterbos (fotografia EC 3.1). La escalera y
la plataforma de observacion estan sostenidas por un marco de acero estructural
(fotografia EC 3.2) revestido con acero resistente a la intemperie (que se oxida
para producir un tono naranja rojizo, lo que forma una capa protectora que inhibe
la corrosion adicional). En general, esta estructura en voladizo tiene una altura de
11.3 m sobre el suelo y pesa aproximadamente 130 kN.* La base de la torre esta

Fotografia EC 3.1 Torre Vlooybergtoren en Tielt-Winge, Bélgica.
Izquierda: ©Kris Van den Bosch. Derecha: ©Yves Willem

*Fuente: “What’s Cool in Steel?” Modern Steel Construction, Chicago, IL: The American Institute of Steel
Construction, agosto de 2016, pp. 42 y 43.

(continiia)
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/

Fuerza de
elevacion

Anclaje
de avance

Anclaje de
elevacion
Fotografia EC 3.2 Torre en construccion que muestra

el marco de acero y los soportes de anclaje.
©Yves Willem

protegida contra el vuelco por los puntos de anclaje que se mues-
tran en la fotografia EC 3.2. Considerando solo el peso propio
de la torre, se estimara el par de fuerza equivalente resultante
aplicado en el soporte que evita su elevacion (es decir, del an-
claje hacia la parte trasera de la torre). Luego se usara este par
de fuerzas equivalente para determinar la fuerza de elevacion
total que actua sobre el soporte.

ESTRATEGIA: Se usara un modelo bidimensional para repre-
sentar la torre y soportes simples (un pasador y un rodillo) para
modelar las condiciones reales de la base. Se reemplaza la car-
ga del peso propio por un par de fuerza equivalente en el sopor-
te del anclaje de elevacion. Luego, al sustituir el momento del
par por fuerzas verticales aplicadas en las dos ubicaciones de los
soportes, es posible determinar la fuerza de elevacion total.

MODELAR: La figura EC 3.1 proporciona la geometria su-
puesta para la torre, con los soportes A y B ubicados en la base
de la torre y debajo de la superficie del suelo. (El soporte 4
refleja el anclaje sujeto a levantamiento). La carga muerta de
135 kN se aplica en el centro de gravedad de la estructura, un

concepto que se examinara en detalle en el capitulo 5. (Con propésitos demostra-
tivos se asumira un centro de gravedad G aproximado como el que se muestra
en la figura EC 3.1. Se ha colocado mas cerca del extremo izquierdo que del de-
recho porque la estructura de soporte se vuelve cada vez mas pesada hacia la base

de la torre).

2953

11.3m

11.9 m

~(135 KN 47m

A 9 p

|~ 1.5m

N

21.5 m

Figura EC 3.1 Modelo de torre.

ANALISIS:

a) Sistema fuerza-par en A.

Para reemplazar la fuerza dada de 135 kN se mue-

ve la fuerza F = —(135 kN)j hacia 4, y al mismo tiempo se agrega un par de mo-
mento M, que es igual al momento alrededor de A de la fuerza en su posicion
original (figura EC 3.2a):

(continua)
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M, = AG x F = [(8.6 m)i + (4.7 m)j] x (=135 kN)j
= —(1 161 kKN - m)k

b) Fuerzas verticales equivalentes al momento del par M,. Para reemplazar
el momento del par M, con dos fuerzas verticales iguales y opuestas en las ubi-
caciones de apoyo 4 y B, separadas por una distancia perpendicular d = 1.5 m,
divida M, entre esta distancia perpendicular. La magnitud resultante de cada fuer-
Za es

F:%: 1161kN-m=774kN
d [.5m

Estas fuerzas se dirigen como se muestra en la figura 3.25).

c) Fuerza de levantamiento en el anclaje A. Al combinar las fuerzas que actiian
en A en la figura EC 3.2b) se obtiene el resultado que se muestra en la figura EC
3.2¢). Al ser un sistema completo, equivalente a la carga original, el par de fuerzas
en la figura EC 3.2¢) representa la carga total ejercida por el peso propio de la
torre sobre estos soportes. Por tanto, la elevacion total ejercida sobre el anclaje
en A es la fuerza equivalente en este punto, o

639 KN 1 <

(Debido a que el marco estructural consta de dos lados iguales, esta fuerza de ele-
vacion total se dividiria equitativamente sobre ambos lados).

—(1161kN-m) k
A B A B A B
—(135kN) j +(639 kN) j —(774 kN) j
—(135kN) j ‘
+(774 kN) j T 1 —(774 kN) j
1.5m
1.5m
a) b) )

Figura EC 3.2 q) Fuerza-par equivalente en A, b) momento del par reemplazado por dos
fuerzas verticales en A y B, c) sistema equivalente total de fuerzas verticales aplicadas en
los soportes Ay B.

REVISAR y PENSAR: Las fuerzas equivalentes ejercidas sobre los apoyos,
como las que se muestran en la figura EC 3.2c¢), son iguales y opuestas a las reac-
ciones de apoyo que actiian sobre la estructura en estos puntos. Tales reacciones
pueden determinarse de manera mas directa mediante los principios del equilibrio
de cuerpos rigidos que se examinaran en el capitulo 4.

~




SOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

n esta seccion se estudiaron las propiedades de los pares. Para resolver los pro-

blemas que se presentan a continuacion es necesario recordar que el efecto neto
de un par consiste en producir un momento M. Como dicho momento es indepen-
diente del punto con respecto al cual se calcula, M es un vector libre y, por tanto,
permanece inalterado a medida que se mueve de un punto a otro. Ademas, dos pares
son equivalentes (esto es, ambos producen el mismo efecto sobre un cuerpo rigido
dado) si producen el mismo momento.

Al determinar el momento de un par, pueden aplicarse todas las técnicas vis-
tas anteriormente para calcular momentos. Ademas, como el momento de un par
es un vector libre, debe ser determinado empleando el punto que resulte mas con-
veniente.

En virtud de que el unico efecto de un par es producir un momento, s posi-
ble representar un par por medio de un vector, el vector de par, que es igual al
momento del par. El vector de par es un vector libre y sera representado por un
simbolo especial, 4, para distinguirlo de los vectores de fuerza.

Al resolver los problemas propuestos de esta seccion se tendran que llevar a
cabo las siguientes operaciones:

1. Sumar dos o mas pares. Esto resulta en un nuevo par cuyo momento se obtie-
ne con la suma vectorial de los momentos de los pares dados (problema modelo
3.6).

2. Reemplazar una fuerza por un sistema equivalente fuerza-par en un punto espe-
cificado. Como se explico en la seccion 3.3E, la fuerza del sistema fuerza-par
es igual a la fuerza original, mientras que el vector de par requerido es igual al
momento de la fuerza original con respecto al punto dado. Ademas, es impor-
tante senalar que la fuerza y el vector de par son perpendiculares entre si. Por el
contrario, se concluye que un sistema fuerza-par se puede reducir a una sola fuer-
za solo si la fuerza y el vector de par son mutuamente perpendiculares (véase el
siguiente parrafo).

3. Reemplazar un sistema fuerza-par (con F perpendicular a M) con una sola
fuerza equivalente. Obsérvese que el requisito de que F y M sean mutuamente
perpendiculares se cumplira en todos los problemas bidimensionales. La fuerza
equivalente unica es igual a F y se aplica en forma tal que su momento con res-
pecto al punto original de aplicacién sea igual a M (problema modelo 3.7).




Problemas

Se aplican dos fuerzas de 80 N en las esquinas By D de una placa
rectangular, como se muestra en la figura. ¢) Determine el momen-
to del par formado por las dos fuerzas descomponiendo cada fuer-
za en sus componentes horizontal y vertical para después sumar
los momentos de los dos pares resultantes. ») Utilice los resultados
obtenidos para determinar la distancia perpendicular entre las li-
neas BE y DF.

Se aplican dos fuerzas paralelas de 60 N a las esquinas 4 y C de una
placa cuadrada de 200 mm, como se muestra en la figura. Determi- I
ne el momento del par formado por las dos fuerzas a) multiplican-  Figura P3.70
do su magnitud por su distancia perpendicular, ) descomponiendo
cada fuerza en sus componentes horizontal y vertical, para después
sumar los momentos de los dos pares resultantes. 7

>~

e 60N

’

Se utiliza una maquina de perforaciéon multiple para perforar simul-
taneamente seis orificios en la placa de acero que se muestra en la mm N
figura. Cada taladro ejerce un par de 40 lb-pulg en sentido horario 60N ¢
sobre la placa. Determine un par equivalente formado por las fuerzas R B
mas pequenas posibles que actiien a) en Ay C, b) en Ay D, ¢) so- A‘ J
bre la placa. ~—200 mm

00
e

Cuatro clavijas del mismo diametro estan montadas sobre una tabla Figura P3.71
de madera como se muestra en la figura. Dos cuerdas se pasan al-
rededor de las clavijas y se jalan con las fuerzas indicadas. Determi-
ne el diametro de las clavijas si se sabe que el par resultante aplicado
a la tabla es de 1 132.5 1b-pulg en sentido contrario al de las mane-
cillas del reloj.

Una pieza de madera en la que se taladraron de manera sucesiva
varios orificios esta asegurada a un banco de trabajo mediante dos L

clavos. Si se sabe que el taladro ejerce un par de 12 N-m sobre la c < D
pieza de madera, determine la magnitud de las fuerzas resultantes L9 it J

Figura P3.72

€ D

L*Upulgal

40 1b 450 mm

Figura P3.73 Figura P3.74
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15 pulg

161b
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AN

6 Ib-pie

Figura P3.75 Figura P3.76 y P3.77

3.76

25N

3.77
40°
C

3.78

Figura P3.78

aplicadas a los clavos si estos se localizan a) en 4y B, b) en By C, c¢) en
Ay C.

Los dos pares mostrados actuan sobre los ejes de una transmision en
angulo. Reemplace los dos pares por un par unico equivalente; especifique
su magnitud y la direccion de su eje.

Si P = 0 en la figura, reemplace los dos pares restantes con un solo par
equivalente y especifique su magnitud y la direccion de su eje.

Si P = 20 1b en la figura, reemplace los tres pares con un solo par equi-
valente y especifique su magnitud y la direccion de su eje.

Los dos pares que se muestran en la figura deben reemplazarse por un
solo par equivalente. Determine a) el vector de par que representa el par
equivalente, b) las dos fuerzas que actuan en By C que pueden usarse
para formar ese par.

Resuelva el inciso a) del problema 3.78 suponiendo que se han agregado
dos fuerzas verticales de 15 N, una que actua hacia arriba en 4 y la otra
hacia abajo en C.

Los dos ejes 4 y B conectan la caja de cambios con el conjunto de
ruedas de un tractor y el eje C lo conecta al motor. Los ejes 4 y B estan
en el plano yz vertical, mientras que el eje C se dirige a lo largo del eje x.
Sustituya los pares aplicados en los ejes por un Unico par equivalente y
especifique su magnitud y la direccién de su eje.

Una fuerza de 500 N se aplica a una placa doblada como muestra la
figura. Determine a) un sistema equivalente fuerza-par en B, b) un siste-
ma equivalente formado por una fuerza vertical en A y una fuerza en B.

900 Ib-pies

Q,rrmo f) B

‘ ,AB 1200 Ib-pies

Figura P3.80

I I
125 mm

Figura P3.81




3.82 En la fotografia P3.82 se muestra a una persona sujetando un obje-
to con un brazo artificial, cuya articulaciéon en el codo debe dise-
farse para resistir distintas condiciones de carga. Si una de estas
condiciones implica fuerzas horizontal y vertical aplicadas en el pun-
to B, para cualquier angulo 6 del brazo (como se muestra en la fi-
gura P3.82), determine: a) El angulo 6 que genera el mayor par
equivalente en la articulacion del codo A. b) El sistema equivalente
fuerza-par en A, correspondiente a las fuerzas aplicadas en B.

Un dirigible se amarra mediante un cable sujeto a la cabina en B.
Si la tension en el cable es de 1 040 N, reemplace la fuerza ejercida
por el cable en B con un sistema equivalente formado por dos fuer-

] Figura P3.82
zas paralelas aplicadas en 4 y C.

Se aplica una fuerza vertical P de 30 Ib sobre la ménsula que se
muestra en la figura, la cual se sostiene mediante dos tornillos en
By C. a) Reemplace P por un sistema equivalente fuerza-par en B.
b) Encuentre las dos fuerzas horizontales en B y C equivalentes al
par obtenido en el inciso a).

Un trabajador intenta mover una roca al aplicar una fuerza de 360 N
a una barra de acero, como se muestra en la figura. a) Reemplace
dicha fuerza con un sistema equivalente fuerza-par en D. b) Dos tra-
bajadores intentan mover la misma roca al aplicar una fuerza ver-
tical en A y otra fuerza en D. Determine estas fuerzas si deben ser
equivalentes a la fuerza unica del inciso a).

Un trabajador intenta mover una roca al aplicar una fuerza de Fotografia P3.82

360 N a una barra de acero, como se muestra en la figura. Si ©UfaBizPhoto/Shutterstock
dos trabajadores intentan mover la misma roca al aplicar una

fuerza en 4 y una fuerza paralela en C, determine estas dos

fuerzas para que sean equivalentes a la fuerza Unica de 360 N

mostrada en la figura.

Las fuerzas cortantes ejercidas sobre la seccion transversal de
una canal de acero se representan mediante una fuerza vertical
de 900 N y dos fuerzas horizontales de 250 N, como se mues-
tra en la figura. Reemplace esta fuerza y este par con una sola
fuerza F aplicada en el punto C, y determine la distancia x
desde C hasta la linea BD. (El punto C se define como el
centro de corte de la seccion).

Si se sabe que a = 60°, reemplace la fuerza y el par que se mues-
tran en la figura con una sola fuerza aplicada en un punto
Figura P3.83

|<—120 mmﬂlfx
A B

250 N

90 mm

250 N
Figura P3.84 Figura P3.85 y P3.86 Figura P3.87
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< Figura P3.88
30 pulg

AC
- 40 pulg 4 \ ubicado a) sobre la linea AB, b) sobre la linea CD. En cada caso,
22‘: jLB# % determine la distancia desde el centro O hasta el punto de aplica-

201b cion de la fuerza.

AO . Tres varillas de control unidas a la palanca ABC ejercen sobre esta

las fuerzas mostradas en la figura. a) Reemplace las tres fuerzas
Figura P3.89 por un sistema fuerza-par equivalente en B. b) Determine la fuerza
Unica equivalente al sistema fuerza-par obtenido en el inciso a) y
especifique su punto de aplicacion sobre la palanca.

La fuerza y el par mostrados en la figura actiian sobre una placa
rectangular. Este sistema debe reemplazarse con una fuerza unica
equivalente. a) Para o = 40°, especifique la magnitud y la linea de
accion de la fuerza equivalente. b) Especifique el valor de a si la
. linea de accion de la fuerza equivalente debe intersecar la linea CD
L 300 mm a la derecha de D.

4 En el proceso de roscado de un orificio, un trabajador aplica a la

D 400 mm | palanca del maneral las fuerzas horizontales mostradas en la figu-

ra. Demuestre que estas fuerzas son equivalentes a una sola fuerza

resultante y determine, si es posible, el punto de aplicacion de la
fuerza sobre la palanca.

950 3.92 Una placa hexagonal estd sometida a la fuerza P y al par que se
291b 3 . . q a2
/\Q muestran en la figura. Determine la magnitud y la direccion de la
2.8 pulg B fuerza minima P con la que este sistema se puede sustituir por
una sola fuerza aplicada en E.

Figura P3.90

Reemplace la fuerza P de 250 kN con un sistema equivalente
fuerza-par en G.

Figura P3.91

H E
—02m—|
Figura P3.92 Figura P3.93
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20 mm

Figura P3.94 Figura P3.95

Se aplica una fuerza de 2.6 kips en el punto D de un poste de hierro
fundido como se muestra en la figura. Reemplace la fuerza con un
sistema equivalente fuerza-par en el centro A de la seccion que sirve
como base.

Reemplace la fuerza de 150 N por un sistema equivalente fuerza-par
en A.

Para mantener cerrada una puerta se usa una tabla de madera colo-
cada entre el piso y la perilla del cerrojo de la puerta. La fuerza que
la tabla ejerce en B es de 175 N y esta dirigida a lo largo de la linea
AB. Reemplace esta fuerza por un sistema equivalente fuerza-par
en C.

Se aplican una fuerza F de 46 1b y un par M de 2 120 1b-pulg sobre
la esquina 4 del bloque mostrado en la figura. Reemplace el sistema
fuerza-par dado por un sistema equivalente fuerza-par en la esqui-
na H.

A

~
100 mm _~~__

74
Figura P3.96

Figura P3.97




3.98 Se aplica una fuerza de 110 N, que actiia en un plano vertical
paralelo al plano yz, a una manija horizontal AB de 220 mm de
longitud de una llave de torsion. Reemplace la fuerza por un
sistema equivalente fuerza-par en el origen O del sistema coor-
denado.

El aguilén AB de 12 pies tiene un extremo fijo 4 y la tensién
en el cable BC es de 570 Ib. Reemplace la fuerza que ejerce el
cable en B con un sistema fuerza-par equivalente en A.

La grua giratoria que se muestra en la figura esta orientada de
modo que su aguilon AD sea paralelo al eje x y se utilice para
mover una caja pesada. Si se sabe que la tension en el cable AB
es de 2.6 kips, reemplace la fuerza ejercida por el cable en 4 con
/ & un sistema fuerza-par equivalente en el centro O de la base de
la grua.

Figura P3.98

Figura P3.99 Figura P3.100

3.4 SIMPLIFICACION DE SISTEMAS
DE FUERZAS

Se ha estudiado en la seccion anterior que se puede reemplazar una fuerza en un cuer-
po rigido con un sistema fuerza-par que sera mas sencillo de analizar. Sin embargo, el
verdadero valor de este ultimo es que se puede utilizar para reemplazar no solo una
fuerza sino un sistema de fuerzas, lo que simplificara el analisis y los calculos.

3.4A Reduccion de un sistema de fuerzas
a un sistema fuerza-par

Considérese un sistema de fuerzas Fy, F,, F3, . . . que actuan sobre un cuerpo rigido
120 en los puntos 4,, Ay, As, . . ., definidos por los vectores de posicion 1, 1y, 1, etc. (figura
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Figura 3.36 Reducir un sistema de fuerzas a un sistema fuerza-par. a) Sistema de fuerzas
inicial; b) fuerzas trasladadas que acttan sobre el punto O, con sus vectores de par
correspondientes; c) todas las fuerzas se reducen a un vector de fuerza resultante y todos los
vectores de par se reducen a un vector de par resultante.

;:,\
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I

3.36a). Como se vio en la secciéon anterior, F| puede ser trasladada de 4; a un punto
dado O si se agrega un par de momento M;, igual al momento r; X F; de F; con
respecto a O. Si se repite este procedimiento con F,, F;, . . ., se obtiene el siste-
ma mostrado en la figura 3.365b), que consta de las fuerzas originales, ahora actuando
en O, y los vectores de par que han sido agregados. Como ahora las fuerzas son con-
currentes, pueden ser sumadas vectorialmente y reemplazadas por su resultante R.
De modo similar, los vectores de par M|, M,, M5, . . . pueden sumarse vectorialmen-
te y ser reemplazados por un solo vector de par Mg. Por tanto,

cualquier sistema de fuerzas, sin importar qué tan complejo sea, puede ser
reducido a un sistema equivalente fuerza-par que actia en un punto dado O.

Se debe observar que mientras cada uno de los vectores de par M|, M,, M;, ...,
en la figura 3.36b) es perpendicular a la fuerza que le corresponde, en general, la
fuerza resultante R y el vector de par resultante Mg en la figura 3.36¢) no seran per-
pendiculares entre si.

El sistema equivalente fuerza-par esta definido por

Sistema fuerza-par
R=ZXF ME=32M, = Z(r x F) (3.50)

Estas ecuaciones expresan que la fuerza R se obtiene sumando todas las fuerzas del
sistema, mientras que el momento del vector de par resultante MZ, denominado
momento resultante del sistema, se obtiene sumando los momentos de todas las fuer-
zas del sistema con respecto a O.

Una vez que un sistema de fuerzas dado se ha reducido a una fuerza y un par
que actian en el punto O, dicho sistema puede reducirse a una fuerza y un par ac-
tuando en cualquier otro punto O'. Mientras que la fuerza resultante R permanecera
inalterada, el nuevo momento resultante M% sera igual a la suma de M2 y el momen-
to con respecto a O’ de la fuerza R unida a O (figura 3.37). Entonces se tiene

ME =M + s xR (3.51)

En la practica, la reduccion de un sistema de fuerzas dado a una sola fuerza R
actuando en O y un vector de par Mg sera llevada a cabo en términos de las compo-
nentes. Descomponiendo cada vector r y cada fuerza F del sistema en sus componen-
tes rectangulares se escribe

r=xi+yj+zk (3.52)
F=Fi+Fj+ Fk (3.53)
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Figura 3.37 Una vez que se ha
reducido un sistema de fuerzas a un
sistema fuerza-par sobre un punto, se
puede reemplazar con un sistema
fuerza-par equivalente en otro punto.
La fuerza resultante permanece igual,
pero se debe sumar el momento de la
fuerza resultante con respecto al nuevo
punto al vector de par resultante.
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Fotografia 3.3 Las fuerzas ejercidas

por los niflos sobre el vagén se pueden
reemplazar con un sistema equivalente
fuerza-par al analizar el movimiento del
vagon.

©lIngram Publishing/Getty Images

Al sustituir r y F en la ecuacién (3.50) y factorizar a los vectores unitarios i, j y k se
obtiene la siguiente expresion para Ry Mg:

R=Ri+Rj+Rk  Mj=MN+ M5+ Mk (3.54)

Las componentes R, R, y R, representan, respectivamente, las sumas de las compo-
nentes x, y y z de las fuerzas dadas, y miden la tendencia del sistema a impartir al
cuerpo rigido un movimiento de traslacion en la direccion de x, y o z. Asimismo, las
componentes MX, Mf y ME representan la suma de los momentos de las fuerzas da-
das con respecto a, respectivamente, los ejes x, v y z, y miden la tendencia del sistema
a impartir al cuerpo rigido un movimiento de rotacion alrededor de los ejes, x, y o z.

Si se desea conocer la magnitud y la direccion de la fuerza R, estas se pueden
obtener a partir de las componentes R,, R, y R, por medio de las relaciones en las
ecuaciones (2.18) y (2.19) de la seccion 2.4A; calculos similares proporcionaran la
magnitud y la direccion del vector de par Mg.

3.4B Sistemas equivalentes y equipolentes
de fuerzas

En la seccion anterior se vio que cualquier sistema de fuerzas que actua sobre un
cuerpo rigido puede reducirse a un sistema fuerza-par actuando en un punto dado O.
Este sistema equivalente fuerza-par caracteriza completamente el efecto del sistema
de fuerzas dado sobre el cuerpo rigido.

Dos sistemas de fuerzas son equivalentes si pueden ser reducidos al mismo
sistema fuerza-par en un punto dado O.

Recuérdese que el sistema fuerza-par en O se define por medio de las relaciones de la
ecuacion (3.50). Por tanto, se puede establecer que

Dos sistemas de fuerzas Fy, F,, F5, ...,y Fy, F3, F3, . . ., que actian sobre
el mismo cuerpo rigido son equivalentes si y solo si, respectivamente, las sumas
de las fuerzas y las sumas de los momentos con respecto a un punto dado O de
las fuerzas de los dos sistemas son iguales.

Expresadas en forma matematica, las condiciones necesarias y suficientes para que
los dos sistemas de fuerzas sean equivalentes son las siguientes:

Condiciones para sistemas equivalentes de fuerzas
2F = XF’ y M, = My (3.55)

Obsérvese que para demostrar que dos sistemas de fuerzas son equivalentes, la se-
gunda de las relaciones en la ecuacion (3.55) se debe establecer con respecto a un
solo punto O. Sin embargo, esta se cumplird con respecto a cualquier punto si los dos
sistemas de fuerzas son equivalentes.

Al descomponer las fuerzas y los momentos de las ecuaciones (3.55) en sus ele-
mentos rectangulares, pueden expresarse las condiciones necesarias y suficientes para
la equivalencia de dos sistemas de fuerzas que actuan sobre un cuerpo rigido de la si-
guiente manera:

TF,=3F, SF,=3F, XF,=XF,

3.56
SM,=3M, SM,=3M, IM.=3M, (3.56)

Estas ecuaciones tienen una interpretacion fisica simple; expresan que

dos sistemas de fuerzas son equivalentes si tienden a impartirle al cuerpo rigido
1) la misma traslacion en las direcciones de x, y y z, y 2) la misma rotacion
respecto de los ejes x, y y z, respectivamente.



En general, cuando dos sistemas de vectores satisfacen las ecuaciones (3.55)
0 (3.56), esto es, cuando sus resultantes y sus momentos resultantes con respecto
a un punto arbitrario O son iguales, respectivamente, se dice que los dos sistemas
son equipolentes. Por tanto, el resultado que se acaba de establecer se puede enunciar
como sigue:

si dos sistemas de fuerzas que actuan sobre un cuerpo rigido son equipolentes,
entonces ambos también son equivalentes.

Es importante senalar que este enunciado no se aplica a cualquier sistema de vectores.
Considérese, por ejemplo, un sistema de fuerzas que actiian sobre un conjunto inde-
pendiente de particulas que no forman un cuerpo rigido. Es posible que un sistema
de fuerzas diferentes que actuan sobre las mismas particulas pueda ser equipolente
al primero, esto es, que dicho sistema tenga la misma resultante y el mismo momen-
to resultante. Sin embargo, como ahora actuaran diferentes fuerzas sobre cada una
de las particulas, los efectos de dichas fuerzas sobre estas particulas seran diferentes;
aunque los dos sistemas de fuerzas sean equipolentes, no son equivalentes.

3.4C Otras reducciones de un sistema de fuerzas

Se vio que cualquier sistema de fuerzas que actua sobre un cuerpo rigido puede ser
reducido a un sistema equivalente fuerza-par en O, que consta de una fuerza R igual
a la suma de fuerzas del sistema y de un vector de par Mg cuyo momento es igual al
momento resultante del sistema.

Cuando R = 0 el sistema fuerza-par se reduce a un vector de par Mg. Entonces,
el sistema de fuerzas dado puede ser reducido a un solo par, que recibe el nombre
de par resultante del sistema.

(Cuales son las condiciones para que un sistema dado de fuerzas pueda reducir-
se a una sola fuerza? A partir de la seccidén anterior se concluye que un sistema
fuerza-par en O puede ser reemplazado por una sola fuerza R que actua a lo largo de
una nueva linea de accion si Ry Mg son mutuamente perpendiculares. Por tanto, los
sistemas de fuerzas que pueden ser reducidos a una sola fuerza o resultante son
aquellos sistemas para los cuales la fuerza R y el vector de par Mg son mutuamente
perpendiculares. Aunque, en general, esta condicion no se cumplird para sistemas de
fuerzas en el espacio, si se cumplird para sistemas constituidos por 1) fuerzas concu-
rrentes, 2) fuerzas coplanares o 3) fuerzas paralelas. Estos tres casos se estudiaran
en forma separada.

1. Las fuerzas concurrentes estan aplicadas en el mismo punto y, por tanto, pueden
ser sumadas directamente para obtener su resultante R. Por consiguiente, estas
siempre se reducen a una sola fuerza. Las fuerzas concurrentes se analizan en
detalle en el capitulo 2.

2. Las fuerzas coplanares actuan en el mismo plano, el cual se puede suponer que
es el plano de la figura (figura 3.384). La suma R de las fuerzas del sistema tam-
bién estara en el plano de la figura, mientras que el momento de cada fuerza
con respecto a Oy, por consiguiente, el momento resultante M’é, seran perpen-
diculares a dicho plano. De esta forma, el sistema fuerza-par en O estd constituido
por una fuerza R y por un vector de par le) que son mutuamente perpendicu-
lares (figura 3.385)." Estas fuerzas pueden reducirse a una sola fuerza R, movien-
do R en el plano de la figura hasta que su momento con respecto a O sea igual
a MX. La distancia desde O hasta la linea de accion de R es d = M&/R (figura
3.38¢).

Como se sefnialo con anterioridad, la reduccion de un sistema de fuerzas se
simplifica considerablemente si las fuerzas se descomponen en sus componentes

T Como el vector de par M’é es perpendicular al plano de la figura, este se ha representado por el simbolo
0. Un par con sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj (O representa a un vector que
apunta hacia afuera del plano de la pagina y un par con el sentido de las manecillas del reloj O representa
a un vector que apunta hacia adentro del plano de la pagina.
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d=ME/R
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Figura 3.38 Reducir un sistema de
fuerzas coplanares. a) Sistema inicial
de fuerzas; b) sistema equivalente
fuerza-par en O; c) trasladar la
resultante a un punto A para que el
momento de R con respecto a O sea
igual al vector de par.
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y=-ME/R,

a) b) c)

Figura 3.39 Reducir un sistema de fuerzas coplanares usando componentes rectangulares. a) De la figura 3.38b),
descomponer la resultante en sus componentes sobre los ejes x y y; b) determinar la interseccién en x de la linea de
accion final de la resultante; c) determinar la interseccién en y de la linea de accion final de la resultante.

rectangulares. De esta manera, el sistema fuerza-par en O esta caracterizado por
las componentes (figura 3.39a)

R,=%XF, R, =3F, MEf=M§=32M, 3.57)

Para reducir el sistema de fuerzas a una sola fuerza R se expresa que el momento de
R con respecto a O debe ser igual a Mg. Si denotamos las coordenadas del punto
de aplicacion de la resultante por x y y, y aplicamos la ecuacion (3.22) de la sec-
cion 3.1F, se tiene

xR, — yR, = M}

Esta representa la ecuacion de la linea de accion de R. También pueden deter-
minarse en forma directa las intersecciones con el eje x y con el eje y de la linea
de accion de la resultante; se observa que Mﬁ debe ser igual al momento con
respecto a O de la componente y de R cuando R esta unida a B (figura 3.3956)
e igual también al momento de la componente x cuando R esta unida a C (fi-
gura 3.39¢).

3. Las fuerzas paralelas tienen lineas de accion paralelas y pueden o no tener el
mismo sentido. Suponga que las fuerzas son paralelas al eje y (figura 3.40a); se
observa que su suma R también sera paralela al eje y. Por otra parte, como el
momento de una fuerza dada debe ser perpendicular a dicha fuerza, el momento
con respecto a O de cada una de las fuerzas del sistema y, por consiguiente, el
momento resultante M2 estara en el plano zx. De esta forma el sistema fuerza-
par en O esta constituido por una fuerza R y un vector de par Mg mutuamente
perpendiculares (figura 3.405). Estas fuerzas se pueden reducir a una sola fuer-
za R (figura 3.40c¢) o, si R =10, a un solo par cuyo momento sea igual a M’é.

En la practica, el sistema fuerza-par en O esta caracterizado por las componentes

R, =3%F, MR=32M,  ME=3M, (3.58)
y F y ‘
F, R
- MR

y 1 X 9 C*/ X
Fotografia 3.4 Las fuerzas paralelas MRk %C\j’/
del viento que acttan sobre los ——=7
seflalamientos de la carretera, pueden z F z/ Mo
reducirse a una sola fuerza equivalente. a) b 0
La determinacién de esta fuerza puede
simplificar el cdlculo de las fuerzas que Figura 3.40 Reducir un sistema de fuerzas paralelas. a) Sistema de fuerzas inicial; b) sistema
actdan sobre los soportes del marco equivalente fuerza-par en O, descompuesto en sus componentes; c) trasladar R al punto A,
que sostiene los sefialamientos. escogido para que el momento de R con respecto a O sea igual al movimiento resultante con

©Images-USA/Alamy Stock Photo respecto a O.
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Figura 3.41 Reducir un sistema de fuerzas a una llave de torsion. a) Sistema de fuerzas
general reducido a una sola fuerza y un vector de par, que no son perpendiculares entre si;
b) descomponer el vector de par en sus componentes sobre la linea de accidn de la fuerza y
perpendicular a la misma; c) trasladar la fuerza y el vector de par colineal (la llave de torsién)
para eliminar el vector de par perpendicular a la fuerza.

La reduccion del sistema a una sola fuerza puede efectuarse moviendo R a un nuevo
punto de aplicacion A(x, 0, z) seleccionado de manera que el momento de R con
respecto a O sea igual a MX, el cual se escribe

rxR=M32
(xi + zk) X Rj =M%+ MBk

Al calcular los productos vectoriales e igualar los coeficientes de los vectores unitarios
correspondientes en ambos miembros de la ecuacion se obtienen dos ecuaciones
escalares que definen las coordenadas de A:

—zR, =M% y xR, =M~

Estas ecuaciones expresan que los momentos de R con respecto a los ejes x y z deben
ser iguales a M§ y Mf, respectivamente.

*3.4D Reduccion de un sistema de fuerzas
a una llave de torsion o torsor

En el caso general de un sistema de fuerzas en el espacio, el sistema equivalente
fuerza-par en O consta de una fuerza R y un vector de par MS que no son perpendicu-
lares entre si y que son ambos distintos de cero (figura 3.41a). Por tanto, el sistema
de fuerzas no puede ser reducido a una sola fuerza o a un solo par. Sin embargo, exis-
te una manera de simplificar ain mas este sistema.

El método de simplificacion consiste en, primero, reemplazar el vector de par por
otros dos vectores de par obtenidos al descomponer Mg en una componente M, a
lo largo de R y una componente M, en un plano perpendicular a R (figura 3.41b).
Entonces, el vector de par M, y la fuerza R pueden reemplazarse por una sola fuer-
za R que acttia a lo largo de una nueva linea de accion. Por tanto, el sistema original
de fuerzas se reduce a R y al vector de par M; (figura 3.41c¢); es decir, se reduce a R
y a un par que actia en el plano perpendicular a R.

A este sistema fuerza-par, en particular, se le conoce como llave de torsion debi-
do a que la combinacion resultante de empuje y torsion es la misma que produciria
una llave de torsién real. A la linea de accion de R se le conoce como eje de la llave
de torsion, y a la razon p = M;/R se le denomina paso de la llave de torsion. Por con-
siguiente, una llave de torsion esta constituida por dos vectores colineales, especifi-
camente, una fuerza R y un vector de par

M, = pR (3.59)

Recuerde la expresion de la ecuacion (3.33) para la proyeccién de un vector sobre
la linea de accion de otro vector. Utilizando esta ecuacion se observa que la proyec-
cion de MZX sobre la linea de accion de R es igual a

3.4 Simplificacion de sistemas de fuerzas
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M,

Fotografia 3.5 La accién de empujar
y girar, asociada con la operacién de
apretar un tornillo, ilustra las lineas de
accioén colineales de la fuerza y el vector
de par que constituyen una llave de
torsion o torsor. ©Westend61/Getty Images

Por tanto, el paso de una llave de torsion puede ser expresado como'

_ M _ R-M2

3.60
R 2 (3.60)

Para definir el eje de una llave de torsion se puede escribir una relacion que
involucre al vector de posicion r de un punto arbitrario P localizado sobre dicho eje.
Fijando la fuerza resultante R y el vector de par M; en P (figura 3.42) y expresando
que el momento con respecto a O de este sistema fuerza-par es igual al momento
resultante MX del sistema original de fuerzas, se escribe

M, +rxR=M} 3.61)
De manera alternativa, de acuerdo con la ecuacion (3.59), se obtiene
PR+1rxR=M} (3.62)

Eje de la llave
de torsion

G
rb/
/,

/

Figura 3.42 Si se calcula el vector de posicion r
que localiza cualquier punto arbitrario sobre el eje de
la llave de torsidn puede definir el eje.

T Las expresiones obtenidas para la proyeccion del vector de par sobre la linea de accion de R y para el paso
de una llave de torsion son independientes de la seleccion del punto O. Utilizando la relacion (3.51) de la sec-
cion 3.4A se observa que si se hubiera empleado un punto diferente O’, el numerador en (3.60) habria sido

R-M§ =R-(ME+sxR)=R-M§+R-(sxR)
Como el triple producto mixto R - (s X R) es igual a cero, se tiene que
R-M& =R-M}

Por tanto, el producto escalar R - Mﬁ es independiente de la seleccion del punto O.

-

150 N 600 N 100 N

(I R |

A

g
O]

I

Problema modelo 3.8

Una viga de 4.80 m de longitud esta sujeta a las fuerzas mostradas en la
figura. Reduzcase el sistema de fuerzas dado a @) un sistema equivalen-
te fuerza-par en A, b) un sistema equivalente fuerza-par en By ¢) una sola
fuerza o resultante. Nota: Como las reacciones en los apoyos no estan

(contintia)
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4 N
incluidas en el sistema de fuerzas dado, el sistema no mantendra la viga en 150] —600j 100 j =250
equilibrio. Ar ‘ 1 ‘

. . A | B
ESTRATEGIA: La parte que representa la fierza de un sistema fuerza-par equi- ) |
valente es simplemente la suma de las fuerzas involucradas. La parte que repre- — L6i g
senta el par es la suma de los momentos causados por cada fuerza con respecto 281 18
al punto de interés. Una vez que se halla la fuerza-par equivalente en un punto se ’ :
le puede trasladar a cualquier otro punto con solo calcular el momento. —(600 N)j
MODELAR y ANALIZAR: ( u
\
a) Sistema fuerza-par en A. El sistema fuerza-par en 4 equivalente al sistema 0 8:0 Nemk B
_ .m

de fuerzas dado y consta de una fuerza R y de un par Mfl definidos como sigue

(figura 1): Figura 1 Sistema fuerza-par en A
R=C3F que es equivalente a un sistema de
fuerzas dado.
= (150 N)j — (600 N)j + (100 N)j — (250 N)j = —(600 N)j
ME=2(r x F)

= (1.6i) X (—600j) + (2.8i) x (100j) + (4.8i) x (—250j)

= —(1 880 N-m)k (1 880 N-m)k —(600 N)j
Por tanto, el sistema equivalente fuerza-par en A4 esta dado por ( " ‘B)

R
R=600N] ME=1830NmO < ! e | 2850 N

b) Sistema fuerza-par en B. Se pretende encontrar un sistema fuerza- (600 N)j
par en B equivalente al sistema fuerza-par en A determinado en el inci-
so a). La fuerza R permanece inalterada, pero se debe determinar un
nuevo par Mg cuyo momento sea igual al momento con respecto a B ‘A B‘
del sistema fuerza-par encontrado en el inciso a) (figura 2). Por tanto, (1000 N-m)k

se tiene que
N Figura 2 Encontrar un sistema fuerza-par en B
MII; = Mff + BAXR equivalente al determinado en el inciso a).
= —(1 880 N-m)k + (—4.8 m)i X (=600 N)j

= —(1 880 N-m)k + (2 880 N-m)k = +(1 000 N-m)k
De esta forma, el sistema fuerza-par en B esta dado por

c) Fuerza unica o resultante. La resultante del sistema de fuerzas dado es igual
a R, y su punto de aplicacion debe ser tal que el momento de R con respecto a 4

[
A sea igual a Mff (figura 3). Esta igualdad de momentos hace que ! . ! B
rxR= MII; Figura 3 Fuerza Unica que es
xi X (=600 N)j = —(1 880 N-m)k equivalente al sistema de fuerzas
dado.

—x(600 N)k = —(1 880 N-m)k

Al resolver x se concluye que x = 3.13 m. Por tanto, la fuerza tnica equivalente
al sistema dado esta definida como

R =600 N| x=313m <«

REVISAR y PENSAR: Esta reduccion de un sistema de fuerzas dado a una
sola fuerza equivalente emplea el mismo principio que se utilizara mas adelante
para calcular centros de gravedad y centros de masa, que son parametros impor-
tantes dentro de la ingenieria mecanica.
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4 N\
Problema modelo 3.9

Se usan cuatro remolcadores para llevar a un transatlantico a su muelle.
Cada remolcador ejerce una fuerza de 5 000 1b en la direccion mostrada

200 en la figura. Determine a) el sistema equivalente fuerza-par en el mastil
110p/i es| OT pies| D pies| pies T mayor O y b) el punto sobre el casco donde un solo remolcador mas
450‘\ &/5 potente deberia empujar al barco para producir el mismo efecto que los
J cuatro remolcadores originales.
p 4330 R —4j F—5J ESTRATEGIA: El sistema fuerza-par se define como la suma de las fuer-
zlﬁ JL 3 JL ’ zas dadas y la suma de los momentos de esas fuerzas en un punto en
- 90 | s . , . . .
50 pies piesl o | 100| 100, 70 pies  P2rticular. Un solo remolcador pOdI‘l?. prf)fiumr este sistema al ejercer la
I OT vies | PS8 Al | 77 fuerza resultante en un punto de aplicacion que produzca un momento
110 pies 1
e equivalente.
Fi 554 MODELAR y ANALIZAR:

Figura 1 Fuerzas dadas descompuestas a) Sistema fuerza-par en O. Cada una de las fuerzas se debe descom-
en sus componentes. . .
poner en sus componentes, como aparece en la figura 1 (las unidades
empleadas son kips). El sistema fuerza-par en O equivalente al sistema de fuerzas
dado consta de una fuerza R y de un par M5 definidos como sigue:

R = XF
= (2.50i — 4.33j) + (3.00i — 4.00j) + (—5.00j) + (3.54i + 3.54j)
= 9.04i — 9.79j

ME = Z(r x F)

= (=90i + 50j) x (2.50i — 4.33j)
+ (100i + 70j) x (3.00i — 4.00j)

+ (400i + 70j) X (—5.00)

+ (300i — 70§) X (3.54i + 3.54j)

(390 — 125 — 400 — 210 — 2000 + 1062 + 248)k
—1035k

Por tanto, el sistema equivalente fuerza-par en O esta dado por (figura 2)

R = (9.04 kips)i — (9.79 kips)j MR = —(1 035 kips-pie)k

R = 13.33 kips %47.3° ME = 1035 kips-pie O <

¢ Comentario: Como todas las fuerzas estan contenidas en el plano de la fi-

Figura 2 Sistema equivalente gura podria haberse anticipado que la suma de sus momentos iba a ser perpendicu-
fuerza-par en O. lar a dicho plano. Obsérvese que el momento de la componente de cada fuerza
pudo obtenerse directamente a partir del diagrama que forma, primero, el produc-
to de la magnitud de dicha componente con una distancia perpendicular hasta O
R —9.79j y luego le asigna a este producto un signo positivo o negativo, segin el sentido

del momento.

A
9.04i 70 pies b) Remolcador tinico. La fuerza ejercida por un solo remolcador debe ser igual
o) a R, y su punto de aplicacion 4 debe ser tal que el momento de R con respecto a
. O sea igual a Mg (figura 3). Si se observa que el vector de posicion de A4 es
r=xi+ 70j

Figura 3 Punto de aplicacién del .
remolcador Unico para crear el mismo  S€ escribe

efecto que el sistema de fuerzas rxR= Mg
dado. (xi + 70j) X (9.04i — 9.79j) = —1 035k
—x(9.79)k — 633k = —1 035k x =411 pies <

(continiia)

\- J
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REVISAR y PENSAR: Reducir la situacién dada a la de una sola fuerza faci-
lita la visualizacion del efecto general que tienen los remolcadores al trasladar el
transatlantico. Sin embargo, en términos practicos, contar con cuatro remolcado-
res ejerciendo fuerza permite un mayor control para detener o virar una embar-
cacion de gran porte en un muelle abarrotado.
/
\

Problema modelo 3.10

Tres cables estan unidos a una ménsula, como se muestra en la figura.
Reemplace las fuerzas que ejercen los cables por un sistema equivalen-
te fuerza-par en 4.

ESTRATEGIA: Primero se determinan los vectores de posicion rela-
tiva trazados desde el punto 4 hasta los puntos de aplicacion de cada
una de las fuerzas y se descomponen las fuerzas en sus componentes
rectangulares. Luego, se suman las fuerzas y momentos.

MODELAR y ANALIZAR: Obsérvese que Fz = (700 N)Apz donde

. _ BE _75i~ 150i+ 50k
BEBE 175

Si se utilizan metros y newtons, la posicion y los vectores de fuerza son

Tg/4 :Iﬁ = 0.075i + 0.050k F3 = 300i — 600j + 200k
rou= /Zc: —0.075i — 0.050k  F= 707i — 707k
rp4 =AD = 0.100i — 0.100j Fp=600i + 1 039j
El sistema fuerza-par en A, equivalente al sistema de fuerzas dado,
consta de una fuerza R = ZF y de un par M/’f =2(r X F). La fuerza R

se obtiene facil al sumar, respectivamente, las componentes x, y y z de
las fuerzas:

R=XF=(1 607 N)i+ (439 N)j — (507 N)k «

El calculo de MX se simplifica si los momentos de las fuerzas se ex-
presan en forma de determinantes (seccién 3.1F). Por tanto:

i ik
154X F5=10075 0 0.050 |=30i —43k
300 —600 200
i ik
raaXFe=10075 0 -0.050|= 17.68]
707 0 —707
i ik
X Fp=10.100 —0.100 0 |= 163.9k
600 1039 0

Con la suma de las expresiones obtenidas se tiene

MR = S(r x F) = (30 N-m)i + (17.68 N-m)j + (118.9 N-m)k <

(continiia)

E(150 mm, —50 mm, 100 mm)

’|
(17.68 N-m)j Qi)
(439 N)j —(507 N)k

S

(118.9 N-m)k Cqu
(1607 N)i

o (30 N-m)i

o o

/7

z

Figura 1 Componentes rectangulares de un
sistema equivalente fuerza-par en A.
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—(280 kips-pies)k (240 kips-pies)i

Figura 1 Sistema fuerza-par en O que es
equivalente al sistema de fuerzas dado.

—(80 kips)j

Figura 2 Fuerza Unica que es equivalente al
sistema de fuerzas dado.

4 N
Las componentes rectangulares de la fuerza R y del par Mff se muestran en la
figura 1.
REVISAR y PENSAR: La ventaja de aplicar el enfoque de determinantes para
calcular momentos es evidente en un problema tridimensional general como este.
\_ v
4 N
v Problema modelo 3.11
Una losa de cimentacion cuadrada soporta las cuatro columnas mos-
_ tradas en la figura. Determine la magnitud y el punto de aplicacion
40 kips de la resultante de las cuatro cargas.
8 ki i .
Ps 12 kips ESTRATEGIA: Para comenzar, el sistema de fuerzas se reduce a un
c sistema fuerza-par en el origen O del sistema de coordenadas. Luego,
~_ se reduce el sistema aun mas a una sola fuerza aplicada sobre un
/A 5 pi es/4 x  punto con coordenadas Xx, z.
N~ .
= Thples MODELAR: Este sistema fuerza-par consta de una fuerza R y un
6 pi%/B vector de par M2 que se definen de la siguiente forma:
R=XF Mi=Z(rxF)
ANALIZAR: Después de determinar los vectores de posicion de los
y puntos de aplicacién de cada una de las fuerzas, resulta conveniente
arreglar los calculos en forma tabular. Se muestran los resultados en
la figura 1.
—(80 kips)j

T, pies F, kips r X F, Kip-pie
0 —40j 0
10i —12j — 120k
10i + Sk —38j 40i — 80k
4i + 10k —20j 200i — 80k

R = -80j M2 = 240i — 280k

Como la fuerza R y el vector de par Mg son mutuamente perpen-
diculares, el sistema fuerza-par obtenido puede reducirse aun mas a
una sola fuerza R. El nuevo punto de aplicacion de R sera selecciona-
do en el plano de la losa de manera que el momento de R con respecto
a O sea igual a Mg. Si se representa con r al vector de posicién del
punto de aplicacién deseado, y con x y z a sus coordenadas, se escribe
(figura 2).

rxR=M%
(xi + zk) x (—80j) = 240i — 280k
—80xk + 80zi = 240i — 280k

Se encuentra que

—80x = —-280 80z = 240
x = 3.50 pies z = 3.00 pies

(contintia)

4
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La resultante del sistema de fuerzas dado es igual a
R =80 kips| en x = 3.50 pies, z=3.00 pies <
REVISAR y PENSAR: Mediante un examen visual de las magnitudes relativas y

las posiciones de las cuatro fuerzas originales es razonable esperar que su resultante
esté mas cerca de O que de B, lo cual es consistente con el resultado obtenido.

~

-

-

Problema modelo 3.12

Dos fuerzas de la misma magnitud P actuan sobre un cubo con lados a, como se
muestra en la figura. Reemplace las dos fuerzas por una llave de torsion equiva-
lente y determine a) la magnitud y direccion de la fuerza resultante R, b) el paso
de la llave de torsion y ¢) el punto donde el eje de la llave de torsion interseca al
plano yz.

ESTRATEGIA: El primer paso es determinar el sistema equivalente fuerza-par
en el origen O. Luego, se puede reducir este sistema a una llave de torsién y de-
terminar sus propiedades.

MODELAR y ANALIZAR:

Sistema equivalente fuerza-par en O. Los vectores de posicion de los puntos
de aplicacién E'y D de las dos fuerzas dadas son ry=ai +ajy rp=aj+ ak. La
resultante R de las dos fuerzas y su momento resultante Mg con respecto a O
estan dados por (figura 1)

R=F +F,=Pi+P=Pi+})) mm
M2 =1z X F| + 1) x F, = (ai + aj) X Pi + (aj + ak) X Pj
= —Pak — Pai = —Pa(i + k) 2

a) Fuerza resultante R. A partir de la ecuacion (1) y de la figura 1 se conclu-
ye que la fuerza resultante R tiene una magnitud R = PV/2, se encuentra en el
plano xy y forma angulos de 45° con los ejes x y y. Por tanto,

R=PV2 0,=0,=45° 0.=90° <

b) Paso de la llave de torsién. De acuerdo con la formula (3.60) de la seccion
3.4D, y las ecuaciones (1) y (2) que se acaban de presentar, el paso p de la llave
de torsion es

R-ME  Pli+j):(=Pa)(i+k) —Pa(l+0+0) a
P=—g = (PV2)? - 2P P==3
c) Eje de la llave de torsién. A partir del paso y de la ecuacion (3.59) se con-

cluye que la llave de torsion consta de la fuerza R encontrada en la ecuacion (1)
y del vector de par

P
M, = pR=—ZPi+)) =50 +0) 3)

Para determinar el punto donde el eje de la llave de torsion interseca al plano
yz, se expresa que el momento de la llave de torsion con respecto a O es igual al
momento resultante MX del sistema original:

M, +rxR=M32

De manera alternativa, al notar que r = yj + zk (figura 2) y sustituir R, Mg y M,

a partir de las ecuaciones (1), (2) y (3) se obtiene
(continiia)

Pj R
—Pai
K
i< Tl
Pi

—Pak x
z

Figura 1 Sistema fuerza-par en O
que es equivalente al sistema de
fuerzas dado.

Figura 2 Llave de torsién que es
equivalente al sistema de fuerzas
dado.
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4 \
—%(i +))+0j+2k) X P(i+j) = —Pa(i+ k)

P P
—7"' —7“1' — Pyk + Pzj — Pzi = —Pai — Pak
Si se igualan los coeficientes de k y después los coeficientes de j se encuentra

que
y=a z=al2 4

REVISAR y PENSAR: A nivel conceptual, reducir un sistema de fuerzas a una
llave de torsion es simplemente una aplicacién adicional de la manera de hallar
un sistema equivalente fuerza-par.

SOLUCION DE PROBLEMAS
EN FORMA INDEPENDIENTE

I |: sta seccion estuvo dedicada a la reduccion y simplificacion de sistemas de fuer-
zas. Al momento de resolver los problemas propuestos, se pide que se lleven
a cabo las operaciones que se describen a continuacion.

1. Reduccion de un sistema de fuerzas dado a una fuerza y un par que actian en
un punto dado A. La fuerza R es la resultante del sistema y se obtiene sumando
las fuerzas que lo constituyen; el momento del par es el momento resultante del
sistema y se obtiene sumando los momentos con respecto a A de las fuerzas que
lo constituyen. Asi, se tiene que

R=3F ME=Z(rxF)

donde el vector de posiciéon r se traza desde A hasta cualquier punto a lo largo
de la linea de accion de F.

2. Traslacion de un sistema fuerza-par desde un punto 4 hasta un punto B. Si
después de haber reducido a un sistema fuerza-par en el punto 4 se desea reducir
un sistema de fuerzas dado a un sistema fuerza-par en el punto B, no se necesita
llevar a cabo el calculo de los momentos de las fuerzas con respecto a B. La re-
sultante R permanece inalterada y el nuevo momento resultante M§ se puede
obtener sumandole a Mff el momento con respecto a B de la fuerza R aplicada
en A (problema modelo 3.8). Si se representa con s el vector trazado desde B
hasta A4 se puede escribir

ME=ME+sxR




3. Verificacion de que dos sistemas de fuerzas sean equivalentes o0 no. Primero
se reduce cada sistema de fuerzas a un sistema fuerza-par en el mismo punto ar-
bitrario A (como se explico en el parrafo 1). Los dos sistemas son equivalentes
(esto es, tienen el mismo efecto sobre el cuerpo rigido en consideracion) si los
dos sistemas fuerza-par que se obtuvieron son idénticos; esto es, si

F=XF y XIM,=3M,

Se debe reconocer que si no se cumple la primera de estas ecuaciones, esto es,
si los dos sistemas no tienen la misma resultante R, estos sistemas no pueden ser
equivalentes y, por tanto, no hay necesidad de verificar si se cumple o no la se-
gunda ecuacion.

4. Reduccion de un sistema de fuerzas dado a una sola fuerza. Primero se redu-
ce el sistema de fuerzas dado a un sistema fuerza-par en un punto conveniente A
donde dicho sistema consta de la resultante R y del vector de par MX (esto se lleva
a cabo como se explico en la primera operacion). Se recordara de la seccién 3.3E
que es posible reducir aun mas el sistema a una sola fuerza solo si la fuerza R y el
vector de par Mf son mutuamente perpendiculares. Con toda seguridad, este sera
el caso para sistemas de fuerzas constituidos por fuerzas que son concurrentes,
coplanares o paralelas. En este sentido, la fuerza unica que se desea encontrar
puede obtenerse del mismo modo que se hizo en varios problemas de la leccion
previa, moviendo R hasta que su momento con respecto a 4 sea igual a Mff. Con
mas formalidad la posicion del vector r trazado desde 4 hasta cualquier punto a
lo largo de la linea de accion de una sola fuerza R debe satisfacer la ecuacion

rxR=M-.
Este procedimiento fue utilizado en los problemas modelo 3.8, 3.9 y 3.11.

5. Reduccion de un sistema de fuerzas dado a una llave de torsion. Si el sistema
de fuerzas dado estd constituido por fuerzas que son concurrentes, coplanares o
paralelas, el sistema equivalente fuerza-par en un punto 4 consistira en una fuer-
za R y en un vector de par Mff que, en general, no van a ser mutuamente perpen-
diculares. (Para verificar si Ry Mff son mutuamente perpendiculares se forma su
producto escalar. Si este producto es igual a cero, entonces los vectores en cues-
tiébn son mutuamente perpendiculares; de lo contrario, no son perpendiculares en-
tre si). SiRy Mff no son mutuamente perpendiculares, el sistema fuerza-par (por
tanto, el sistema de fuerzas dado) no se puede reducir a una sola fuerza. Sin em-
bargo, el sistema se puede reducir a una llave de torsion —la combinacion de una
fuerza R y un vector de par M; que estan dirigidos a lo largo de una linea de
accion comun que se conoce como eje de la llave de torsion (figura 3.42)—. El
cociente p = M|/R recibe el nombre de paso de la llave de torsion.

Para reducir un sistema de fuerzas dado a una llave de torsion se deben seguir los
siguientes pasos:

a) Reducir el sistema de fuerzas dado a un sistema equivalente fuerza-par
(R, MS), localizado, comunmente, en el origen O.
b) Determinar el paso p a partir de la ecuacion (3.60),

M, _R-Mj
R R

y el vector de par a partir de M; = pR.




¢) Expresar que el momento con respecto a O de la llave de torsion es igual
al momento resultante M2 del sistema fuerza-par en O:

M, +1xR=M§ (3.61)

Esta ecuacién permite determinar el punto donde la linea de accion de la llave
de torsion interseca un plano especificado puesto que el vector de posicion r esta
dirigido desde O hasta dicho punto. Estos pasos se muestran en el problema
modelo 3.12. Aunque pueda parecer dificil la determinacion de una llave de tor-
sién y del punto donde su eje interseca a un plano, el proceso es simplemente la
aplicacion de varias de las ideas y técnicas que han sido desarrolladas en este
capitulo. Por tanto, una vez que se ha dominado completamente todo lo relacio-
nado con la llave de torsion se puede confiar en que se ha comprendido una buena
parte del capitulo 3.

Problemas

3.101 Una viga de 4 m de longitud se somete a varias cargas. a) Reemplace cada
carga por un sistema equivalente fuerza-par en el extremo A4 de la viga.
b) (Qué cargas son equivalentes?

900 N-m

) )

1800 N-m

2300 N-m

) C

800 N 200 N-m

200 N-m 4000 N-m

Figura P3.101
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Figura P3.104

Figura P3.105

3.102 Una viga de 4 m de longitud se carga de la forma mostrada en la figura.
Determine qué carga del problema 3.101 es equivalente a esta carga.

3.103 Determine la fuerza unica equivalente y la distancia desde el punto 4
hasta su linea de accion para la viga y la carga de a) el problema 3.1015,
b) el problema 3.101d y ¢) el problema 3.101e.

Cinco sistemas fuerza-par diferentes actuan en las esquinas de la placa
de metal que se ha moldeado en la forma que se muestra en la figura.
Determine cual de estos sistemas es equivalente a una fuerza F =
(10 Ib)i y a un par de momento M = (15 Ib-pie)j + (15 lb-pie)k ubica-
do en el origen.

Los pesos de dos ninos sentados en los extremos 4 y B de un balancin
son 84 y 64 Ib, respectivamente. Determine donde debe sentarse un ter-
cer nino si la resultante de los pesos de los tres nifios debe pasar por C,
y si se sabe que el peso del tercer nifio es a) 60 b y b) 52 Ib.

Tres lamparas de escenario se colocan sobre el tubo mostrado en la figu-
ra. El peso de las lamparas en A y B es de 4.1 1b, mientras que la lam-
para en C pesa 3.5 Ib. a) Si d = 25 pulg, determine la distancia desde D

10 pulg

Figura P3.106
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Fotografia P3.107
©Alex Potemkin/E+/Getty Images Figura P3.107

hasta la linea de accion de la resultante de los pesos de las tres lampa-
ras. b) Determine el valor de d si la resultante de los pesos debe pasar
por el punto medio del tubo.

La fotografia P3.107 muestra un camion que cruza el claro de un puen-
te. Un método para determinar el momento interno maximo que se pro-
duciria en este claro debido al paso del camion consiste en sustituir las
cargas reales por eje por una unica fuerza equivalente. Si las cargas por
eje y la separacion entre los ejes de este camion son como se muestran
en la figura P3.107, determine la magnitud de la fuerza equivalente para
estas cargas y su punto de aplicacion con respecto al eje A.

Una placa de 6 X 12 pulg esta sujeta a cuatro cargas, como se muestra
en la figura. Encuentre la resultante de las cuatro cargas y los dos pun-
50 1b tos donde la linea de accion de la resultante interseca el borde de la

Figura P3.108 placa.

El engrane C esta unido rigidamente al brazo AB. Si las fuerzas y el par
que se muestran en la figura se pueden reducir a una sola fuerza equi-
valente en A, determine la fuerza equivalente y la magnitud del par M.

3.110 Para comprobar la fortaleza de un maletin de 625 X 500 mm
B se aplican fuerzas, como se muestra en la figura. Si P = 88 N,
WOD a) determine la resultante de las fuerzas aplicadas, ») ubique los
dos puntos donde la linea de accion de la resultante interseca el

251b borde del maletin.

Dos cables ejercen fuerzas de 90 kN cada uno sobre una arma-
MG dura de peso W = 200 kN. Encuentre la resultante de estas tres
A fuerzas que actian sobre la armadura y el punto de interseccion
de su linea de accién con la linea AB.
c

Figura P3.109

Figura P3.110 Figura P3.11
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Las poleas 4 y B estan montadas sobre la ménsula CDEF. La tension a
cada lado de las dos bandas es la que se muestra en la figura. Reempla-
ce las cuatro fuerzas con una sola fuerza equivalente y determine donde
su linea de accion interseca el borde inferior de la ménsula.

El techo de la estructura de un edificio esta sujeto a la carga del viento
que se muestra en la figura. Determine a) el sistema fuerza-par equiva-
lente en D, b) la resultante de la carga y su linea de accion.

Se aplican un par de magnitud M = 80 lb-pulg y las tres fuerzas mostra-
das en la figura a una ménsula angular. «) Encuentre la resultante de
este sistema de fuerzas. b) Localice los puntos donde la linea de accion
de la resultante interseca la linea AB y la linea BC.

Se aplican un par M y las tres fuerzas mostradas en la figura a una Figura P3.114 y P3.115
ménsula angular. Encuentre el momento del par si la linea de accion de

la resultante del sistema de fuerzas debe pasar a través a) del punto 4,

b) del punto By ¢) del punto C.

Un componente de maquina se somete a las fuerzas y pares mostrados
en la figura. El1 componente debe mantenerse en su lugar por medio de
un solo remache que resiste una fuerza, pero no un par. Con
P = 0, determine la ubicacion del orificio para el remache si
este debe localizarse a) sobre la linea FG, b) sobre la linea GH.

Resuelva el problema 3.116 con P = 60 N.

Cuando el seguidor AB rueda a lo largo de la superficie del ele-
mento C, ejerce una fuerza F constante y perpendicular a la su-
perficie. a) Reemplace F por un sistema equivalente fuerza-par
en el punto D obtenido al dibujar la perpendicular desde el

A

i‘_
50 mm <

Figura P3.116

G

Figura P3.118
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Figura P3.120

punto de contacto hasta el eje x. b)) Con a = 1 m y b = 2 m, determine
el valor de x para el cual el momento del sistema equivalente fuerza-par
en D sea maximo.

Un componente de maquina se somete a las fuerzas mostradas en la
figura, siendo cada una de ellas paralela a uno de los ejes coordenados.
Reemplace dichas fuerzas con un sistema equivalente fuerza-par en A.

Dos poleas de 150 mm de didmetro se montan sobre el eje en linea AD.
Las bandas de las poleas B y C estan contenidas en planos verticales
paralelos al plano yz. Reemplace las fuerzas de las bandas mostradas por
un sistema fuerza-par equivalente en A.

Un puntal ajustable BC se utiliza para colocar una pared en posicion ver-
tical, en la figura se muestra el sistema fuerza-par que se ejerce sobre la
pared. Reemplace este sistema fuerza-par con un sistema equivalente
fuerza-par en 4 si R = 21.2 Ib y M = 13.25 Ib-pie.

Figura P3.121
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3.122 Para desatornillar el grifo roscado 4, un plomero usa
dos llaves de torsion para tubos como se muestra en
la figura. Al ejercer una fuerza de 40 1b en cada llave
de torsion, a una distancia de 10 pulg desde el eje del ~~240 mm
tubo y en una direccion perpendicular al tubo y a la \T\
llave de torsion, evita que el tubo gire y que la unién B 240 mm
entre el tubo y el codo roscado C se afloje o apriete.
Determine a) el angulo & que debe formar la llave de
torsiéon en A con la vertical si el codo C no debe rotar
alrededor de la vertical, b) el sistema fuerza-par en C
equivalente a las dos fuerzas de 40 1b cuando se satisfa-
ce esta condicion.

En el problema 3.122, suponga que # = 60° y reempla-

ce las dos fuerzas de 40 1b por un sistema fuerza-par  Figura P3.125
equivalente en D y determine si la accion del plomero

tiende a apretar o aflojar la union entre a) el tubo CD

y el codo D, b) el codo D y el tubo DE. Suponga que

todas las roscas son derechas.

Se aplican cuatro fuerzas al componente de maquinaria
ABDE como se muestra en la figura. Reemplace estas
fuerzas por un sistema equivalente fuerza-par en A.

Con un berbiqui de paleta se aprieta un tornillo en A.
a) Determine las fuerzas ejercidas en By C si se sabe
que dichas fuerzas son equivalentes al sistema equiva-
lente fuerza-par en A que consiste en R = —(25 N)i +
R)j + Rk y Mf = —(13.5 N-m)i. ) Encuentre los
valores correspondientes de R, y R.. ¢) (Cual es la
orientacion de la ranura en la cabeza del tornillo para
la cual es menos probable que la paleta se resbale si

el berbiqui se encuentra en la posicion mostrada?

Un mecanico usa una llave de torsion “pata de gallo”
para aflojar un perno en C. El mecanico sostiene el
mango de la llave de torsion por los puntos A y By Figura P3.126
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Figura P3.127 y P3.128 Figura P3.129 y P3.130

aplica fuerzas en estos puntos. Si se sabe que estas fuerzas son equiva-
lentes al sistema fuerza-par en C, que consiste en la fuerza C = —(8 Ib)i +
(4 Ib)k y el par M- = (360 lb-pulg)i, determine las fuerzas aplicadas en
Ay en B cuando 4, = 2 1b.

Cuatro fuerzas horizontales actian sobre una placa vertical con forma
de un cuarto de circulo y radio de 250 mm. Determine la magnitud y el
punto de aplicacién de la resultante de las cuatro fuerzas si P = 40 N.

Determine la magnitud de la fuerza P para la cual la resultante de las
cuatro fuerzas actiia sobre el borde de la placa.

Cuatro senalamientos se montan en un marco que esta sobre la carrete-

ra, y las magnitudes de las fuerzas horizontales del viento que actuan

sobre las senales son las que se muestran en la figura. Determine la mag-

nitud y el punto de aplicacion de la resultante de las cuatro fuerzas del
% viento cuando a = 1 pie y b = 12 pies.

Figura P3.131 _ . ,
Cuatro sefnalamientos se montan en un marco que esta sobre la carretera,

y las magnitudes de las fuerzas horizontales del viento que actuan sobre
las senales son las que se muestran en la figura. Determine a y b tales que
el punto de aplicaciéon de la resultante de las cuatro fuerzas se encuentre
en G.

Una losa de cimentacion de concreto de 5 m de radio soporta cuatro co-
lumnas a igual distancia, ubicadas cada una a 4 m del centro de la losa.
Determine la magnitud y el punto de aplicacién de la resultante de las
cuatro cargas.

Determine la magnitud y el punto de aplicacion de la carga adicional mi-
nima que debe aplicarse a la losa de cimentacion del problema 3.131 si

/ la resultante de las cinco cargas debe pasar a través del centro de la losa.
B
T~a / Un cubo de lado a esta sometido a tres fuerzas de la misma magnitud P

T>F 7
‘ E como se muestra en la figura. Reemplace las tres fuerzas por una llave de

Figura P3.133 torsion equivalente y determine @) la magnitud y la direccion de la fuerza




Figura P3.134 Figura P3.135

resultante R, b) el paso de la llave de torsion y ¢) el eje de la llave de
torsion.

Una pieza de metal laminado esta sometida a tres fuerzas y doblada

como se muestra en la figura. Si las fuerzas tienen la misma magni- 15 pulg > Ib-pulg
tud P, reemplacelas por una llave de torsion equivalente y determine //a)\
a) la magnitud y la direccion de la fuerza resultante R, b) el paso de 20 pul&

la llave de torsion y c) el eje de la llave de torsion.

\/
10 b
*3.135 y *3.136 Las fuerzas y los pares mostrados se aplican sobre dos tor- l 7%
nillos mediante los que se sujeta una placa de metal a un bloque de >
madera. Reduzca las fuerzas y los pares a una llave de torsién equi- 4
valente y determine a) la fuerza resultante R, ) el paso de la llave
de torsion y ¢) el punto donde el eje de la llave de torsion interseca -

el plano xz.

*3.4137 y *3.138 Dos pernos A y B se aprietan aplicando las fuerzas y el Figura P3.136

par mostrados en la figura. Reemplace las dos llaves de torsion por
una sola llave de torsién equivalente y determine a) la resultan-
te R, b) el paso de la llave de torsion equivalente y ¢) el punto
donde el eje de la llave de torsion interseca el plano xz.

*3.139 Con dos cuerdas atadas en 4 y B se mueve el tronco de un arbol
caido. Reemplace las fuerzas ejercidas por las cuerdas con una sola

10 pulg
/" 238 Ib-pulg

10 pulg
N

i L\
J/220 lb~pulg 30 pw

Figura P3.137 Figura P3.138




Figura P3.140

llave de torsion equivalente y determine a) la fuerza resul-
tante R, b) el paso de la llave de torsion, c¢) el punto
donde el eje de la llave de torsion interseca el plano yz.

Un asta bandera se sostiene mediante tres cables atiranta-
dos. Si las tensiones en los cables tienen la misma magni-
tud P, reemplace las fuerzas ejercidas sobre el asta por una
llave de torsion equivalente y determine a) la fuerza resul-
tante R, b) el paso de la llave de torsion, ¢) el punto
donde el eje de la llave de torsion interseca el plano xz.

*3.141y *3.142 Determine si el sistema fuerza-par mostrado en la
Figura P3.141 figura puede reducirse a una sola fuerza equivalente R. Si

esto es posible, determine R y el punto donde la linea de
accion de R interseca el plano yz. Si la reducciéon no es
posible, reemplace el sistema dado por una llave de torsion
equivalente y determine su resultante, su paso y el punto
donde su eje interseca el plano yz.

Reemplace la llave de torsion mostrada en la figura por
un sistema equivalente que conste de dos fuerzas perpen-

- . . . .
6 oul I’f// 160 Ib-pulg diculares al eje y aplicadas, respectivamente, en A y en B.
pulg
I

L Demuestre que, en general, una llave de torsion puede ser
reemplazada por dos fuerzas seleccionadas de tal forma
que una pase a través de un punto dado, mientras que la

U ol otra esté contenida en un plano dado.

Demuestre que una llave de torsion puede reemplazarse
por dos fuerzas perpendiculares, una de las cuales esté
aplicada en un punto dado.

Figura P3.142

Demuestre que una llave de torsion puede reemplazarse
por dos fuerzas, una de las cuales tenga una linea de ac-
cion predefinida.

Figura P3.143




Repaso y resumen

Principio de transmisibilidad

En este capitulo se estudio el efecto de fuerzas ejercidas sobre un cuerpo
rigido. Primero se aprendio a distinguir entre fuerzas externas e internas
(seccion 3.1A) y se vio que, de acuerdo con el principio de transmisibilidad,
el efecto de una fuerza externa sobre un cuerpo rigido permanece inalte-
rado si la fuerza se mueve a lo largo de su linea de accién (seccion 3.1B).
En otras palabras, dos fuerzas F y F’ que actuan sobre un cuerpo rigido
en dos puntos distintos tienen el mismo efecto sobre dicho cuerpo si
tienen la misma magnitud, la misma direcciéon y la misma linea de accion

(figura 3.43). Se dice que dos fuerzas como estas son equivalentes. Figura 3.43

Producto vectorial

Antes de proceder con el estudio de sistemas equivalentes de fuerzas se presentd
el concepto del producto vectorial de dos vectores (seccion 3.1C). El producto
vectorial

V=PxQ

de los vectores P y Q se definio como el vector perpendicular al plano que con-
tiene a P y a Q (figura 3.44), cuya magnitud es igual a

V= PQ sen 0 3.1

y que esta dirigido de manera que una persona ubicada en la punta de V vera la
rotacién a través de un angulo 6 que hace al vector P colineal con el vector Q
como contraria al movimiento de las manecillas del reloj. Se dice que los tres
vectores P, Q y V —considerados en ese orden— forman una triada de mano dere-
cha. Se concluye que los productos vectoriales Q X P y P X Q estan representados
por vectores iguales y opuestos:

QxP=—(PxQ) (3.4)

Ademas, a partir de la definicién del producto vectorial de dos vectores, también
se concluye que los productos vectoriales de los vectores unitarios i, j y k estan
dados por

ixi=0 ixj=k jxi=-k

y asi sucesivamente. El signo del producto vectorial de dos vectores unitarios
puede obtenerse ordenando las tres letras que representan los vectores unitarios en
un circulo en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj (figu-
ra 3.45): el producto vectorial de dos vectores unitarios sera positivo si estos se
siguen uno al otro en un orden contrario a las manecillas del reloj y sera negativo
si estos se siguen uno al otro en el sentido de las manecillas del reloj.

Componentes rectangulares del producto vectorial
Las componentes rectangulares del producto vectorial V de dos vectores P y Q fue-
ron expresadas como sigue (seccion 3.1D):

Vx=Psz_PzQy
Vy=PzQx_PxQz
Vz=Pny_Pny

Figura 3.44

Figura 3.45




Figura 3.46
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También se pueden expresar las componentes de un producto vectorial como
un determinante:

i i k

V=lp. P, P,

0. 0 0.

(3.10)

Momento de una fuerza con respecto a un punto
El momento de una fuerza F con respecto a un punto O se definio (seccién 3.6)
como el producto vectorial

My=rxF (3.11)

donde r es el vector de posicion trazado desde O hasta el punto de aplicacion A de
la fuerza F (figura 3.46). Al representar con @ el angulo entre las lineas de accion
de r y F se encontré que la magnitud del momento de F con respecto a O podia

expresarse como
M, =rF sen 0= Fd (3.12)

donde d representa la distancia perpendicular desde O hasta la linea de
accion de F.

Componentes rectangulares del momento
Las componentes rectangulares del momento M, de una fuerza F se ex-
presaron (seccion 3.1F) como

M, = yF, — zF,

/

Figura 3.47

M, = zF, — xF;,
M, = xF, — yF,

(3.18)

donde x, y y z son las componentes del vector de posicion r (figura

3.47). Usando una forma de determinante se escribio también
i j k

Mo=|x y =z 3.19)

X y z

En el caso mas general del momento de una fuerza F aplicada en 4 con
respecto a un punto arbitrario B se obtuvo que

i j k
Mg = |x, /B
o

Zus (3.21)

F;

Ya/B
F

y

donde x4, V45 Y Z4/p sON las componentes del vector rz:

XA/B = X4 — XB Yaip=Y4— VB ZAIB = %4 — ZB

En el caso de problemas que involucran inicamente dos dimensiones se

Z

Figura 3.48

puede suponer que la fuerza F se encuentra en el plano xy. Su momento
Mj; con respecto a un punto B que se encuentra en ese mismo plano es
perpendicular al plano en cuestion (figura 3.48) y esta completamente
definido por el escalar

Mg = (x4 — xp)F, — (s — yp)F (3.23)




En los problemas modelo 3.1, 3.2, 3.3 y 3.4 se mostraron varios métodos para el
calculo del momento de una fuerza con respecto a un punto.

Producto escalar de dos vectores
El producto escalar de dos vectores P y Q (seccion 3.2A) se denotd por P-Q y
se definio como la cantidad escalar

P-Q=PQcos 0 (3.24)

donde 0 es el angulo entre P y Q (figura 3.49). Se expreso el producto escalar de
P y Q en términos de las componentes escalares de los dos vectores y se determi-
no que

P-Q=P0.+ PO, + PO, (3.28)

Proyeccion de un vector sobre un eje

La proyeccion de un vector P sobre un eje OL (figura 3.50) se puede obtener for-
mando el producto escalar de P y el vector unitario A a lo largo de OL. Asi, se
tiene que

POL =P-A (3-34)
o, con las componentes rectangulares,
Py = Py cos 0, + P, cos 0, + P, cos 0, (3.35)

donde 0,, 0, y 0, representan los angulos que forma el eje OL con los ejes coor-
denados.

Triple producto mixto de tres vectores
El triple producto mixto de los tres vectores S, P y Q se definié como la expresion
escalar

S:-(PxQ) (3.36)

que se obtuvo formando el producto escalar de S con el producto vectorial de P
y Q (seccion 3.2B). Se mostrd que

S, S, S.
S-(PxQ)=|P, P, P (3.39)
o, 0, 0.

donde los elementos del determinante son las componentes rectangulares de los
tres vectores.

Momento de una fuerza con respecto a un eje

El momento de una fuerza F con respecto a un eje OL (seccién 3.2C) se definio
como la proyeccion OC sobre OL del momento M,, de la fuerza F (figura 3.51),
esto es, se definié como el triple producto escalar del vector unitario A, el vector
de posicion r y la fuerza F:

My =%*Mp=\- (rxF) (3.40)

Con el uso de la forma de determinante para el triple producto mixto, se tiene

Ay ﬂy
Mor=|x 'y
/. Fy

(3.41)

(4
P

Figura 3.49

Figura 3.50

z

Figura 3.51




Figura 3.52

Figura 3.53

Figura 3.54

donde A, 4,, 4, = cosenos directores del eje OL

X, y, z= componentes de r

F,, F,, F, = componentes de F

En el problema modelo 3.5 se presentd un ejemplo de la determinacion del mo-
mento de una fuerza con respecto a un eje inclinado.

Pares

Se dice que dos fuerzas F y —F que tienen la misma magnitud, lineas de accion pa-
ralelas y sentidos opuestos forman un par (secciéon 3.3A). Se demostro que el
momento de un par es independiente del punto con respecto al cual se calcula
dicho momento; el momento de un par es un vector M perpendicular al plano
del par e igual en magnitud al producto de la magnitud comun de las fuerzas F
y la distancia perpendicular d entre sus lineas de accion (figura 3.52).

Dos pares que tienen el mismo momento M son equivalentes, esto es, dichos
pares producen el mismo efecto sobre un cuerpo rigido dado (seccion 3.3B). La
suma de dos pares también es un par (seccion 3.3C), y el momento M del par re-
sultante se puede obtener sumando vectorialmente los momentos M; y M, de los
pares originales (problema modelo 3.6). Por tanto, se concluye que un par puede
ser representado por un vector, conocido como el vector de par, igual en magnitud
y direccion al momento M del par (seccion 3.3D). Un vector de par es un vector
libre que, si asi se desea, se puede fijar al origen O y se puede separar en compo-
nentes (figura 3.53).

M
UD> (M = Fa)

Sistema fuerza-par

Cualquier fuerza F que actua en un punto 4 de un cuerpo rigido puede reempla-
zarse por un sistema fuerza-par en un punto arbitrario O, el cual consta de la fuer-
za F aplicada en O y un par de momento My, igual al momento de la fuerza F en
su posicion original con respecto a O (seccion 3.3E); se debe senalar que la fuerza F
y el vector de par M, siempre son perpendiculares entre si (figura 3.54).

Reduccion de un sistema de fuerzas a un sistema

de fuerza-par

Se concluye que (seccion 3.4A) cualquier sistema de fuerzas puede ser redu-
cido a un sistema fuerza-par en un punto dado O, reemplazando primero cada
una de las fuerzas del sistema por un sistema equivalente fuerza-par en O
(figura 3.55) para después sumar todas las fuerzas y todos los pares deter-
minados de esta forma con el fin de obtener la fuerza resultante R y el
vector de par resultante M’S (problemas modelo 3.8, 3.9, 3.10 y 3.11). Ob-
sérvese que, en general, la resultante R y el vector de par Mﬁ no seran
perpendiculares entre si.




Sistemas equivalentes de fuerzas

Con base en lo anterior se concluyo (seccion 3.4B) que, en lo que respecta a los
cuerpos rigidos, dos sistemas de fuerzas ¥, F,, ¥5, ...y F{, F5, F3, ..., son equi-
valentes si y solo si

SF=F y IM,=3M, (3.55)

Otras reducciones de un sistema de fuerzas

Si la fuerza resultante R y el vector de par resultante Mlé son perpendiculares entre
si, el sistema fuerza-par en O puede reducirse ain mas a una sola fuerza resultante
(seccion 3.4C). Este es el caso para sistemas que estan constituidos por a) fuerzas
concurrentes (como los sistemas considerados en el capitulo 2), b) fuerzas copla-
nares (problemas modelo 3.8 y 3.9) o ¢) fuerzas paralelas (problema modelo 3.11).
Si la resultante R y el vector de par M§ no son perpendiculares entre si, el sistema
no puede ser reducido a una sola fuerza. Este, sin embargo, puede ser reducido a
un tipo especial de sistema fuerza-par que recibe el nombre de llave de torsion, el
cual consta de la resultante R y un vector de par M, dirigido a lo largo de R (sec-
cion 3.4D y problema modelo 3.12).

Figura 3.55

Problemas de repaso

3.147 Se aplica una fuerza P de 300 N en el punto 4 de la palanca an-
gular que se muestra en la figura. a) Calcule el momento de la
fuerza P alrededor de O descomponiéndola en sus componentes
horizontal y vertical. b)) Con el resultado del inciso @), determine
la distancia perpendicular desde O hasta la linea de accion de P.

B

N\
\

7
N\ s
N 2
3 4
4305\\ i §40°
3.148 Con un malacate AB se tensan cables a un poste. Si se sabe que 120 mm ) . 200 mm

la tension en el cable BC es de 1 040 N y que la longitud d es de
1.90 m, determine el momento respecto de D de la fuerza ejercida

N\

Figura P3.147




7.75 pies

Figura P3.148

Figura P3.150

Figura P3.152
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Figura P3.151

por el cable en C. Para ello, descomponga en sus componen-
tes horizontal y vertical esa fuerza aplicada en a) el punto C
y b) el punto E.

Una lancha pequena cuelga de dos gruas, una de las cuales
se muestra en la figura. La tensién en la linea ABAD es de
82 Ib. Determine el momento respecto a C de la fuerza re-
sultante R, ejercida sobre la grua en 4.

Determine el angulo formado por los tirantes AB y AC de la
red de voleibol que se muestra en la figura.

Una sola fuerza P actua en C con una direccion perpendicular
al mango BC de la manivela que se muestra en la figura. De-
termine el momento M, de P respecto al eje x cuando 6 =
65° si se sabe que M, = —15 N-m y M, = —36 N-m.

La varilla vertical CD de 23 pulg esta soldada al punto me-
dio C de la varilla AB de 50 pulg. Determine el momento
alrededor de AB de la fuerza Q de 174 Ib.

En una operacion de manufactura se taladran tres orificios
al mismo tiempo en una pieza de trabajo. Si los orificios son
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Figura P3.153 Figura P3.154 Figura P3.155

perpendiculares a las superficies de la pieza de trabajo, reemplace los
pares aplicados a los taladros por un solo par equivalente; especifique
su magnitud y la direccion de su eje.

Se aplica una fuerza de 260 1b en 4 sobre la seccion de acero laminado
que se muestra en la figura. Reemplace esa fuerza con un sistema equi-
valente fuerza-par en el centro C de la seccion.

La fuerza y el par que se muestran en la figura se reemplazan por una
sola fuerza equivalente. Si se sabe que P = 20, determine el valor re-
querido de « si la linea de accion de la fuerza unica equivalente pasa a
través de a) el punto A4, b) el punto C.

Se aplican una fuerza F; de 77 N y un par M; de 31 N-m en la esquina
E de la placa doblada que se muestra en la figura. Si F; y M; deben
reemplazarse por un sistema equivalente fuerza-par (F,, M,) en la esqui-
na B, y si (M,), = 0, determine a) la distancia d, b) F, y M,.

y
70 mm
B
A
83.3 mm

G

iz

Figura P3.156




3.157 Se aplican tres fuerzas horizontales a un brazo vertical de hierro fundido
como se muestra en la figura. Determine la resultante de las fuerzas y
la distancia desde el suelo hasta su linea de accion cuando a) P = 200 N,
b) P=2400 N, ¢) P = 1000 N.

Al usar un sacapuntas manual un estudiante ejerce sobre este las fuerzas y
el par que se muestran en la figura. a) Determine las fuerzas ejercidas
en By C si se sabe que las fuerzas y el par son equivalentes a un sistema
fuerza-par en 4 que consta de la fuerza R = (2.6 Ib)i + Rj — (0.7 Ib)k
y el par Mﬁ = M.,i + (1.0 Ib-pie)j — (0.72 Ib-pie)k. b) Encuentre los va-
lores correspondientes de R, y M,.

(ﬂfl_/

Figura P3.157

Figura P3.158
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